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NOTATIONS    ADOPTllES 


Les  imites  adopt^s  sont  le  kilogramme  et  le  millim^tre^  sanf  ponr  le  trarail 
mecaniqae,  qni  est  toujonrs  ^value  en  kilogramm^tres. 

F  repr^ente  une  force  quelconque. 

T  repr^ente  une  force  de  traction. 

T'  repr^sente  une  force  de  compression. 

Q  repr^sente  une  force  de  cisaillement. 

M  repr^ente  un  moment  de  flexion. 

M'  represente  un  moment  de  torsion. 

X  repr^sente  un  allongement  mesure  par  unit^  de  longueur,  c'est-4-dire  par  mii- 
limdtre  courant. 

V  repr^nte  un  raccourcissement  mesur^  par  unite  de  longnear,  c'e8t-4-ilire  par 
miilim^tie  conrant. 

i  represente  un  glissement  mesur^  par  unit^  de  longaeur,  c'est-&-dire  par  mil- 
limetre  conrant. 

B  represente  la  chaige  k  la  traction  par  millimetre  carr^  qu'^prouye  un  corps 
au  point  et  dans  la  direction  qn'on  consid^re. 

R'  represente  la  charge  k  la  compression  par  millimdtre  carr^  qu'epronTe  .un 
corps  au  point  et  dans  la  direction  qu'on  consid^re.  • 

R"  repr^nte  la  charge  au  cisaillement  par  millim^tre  carr^  qu'^pron7e  un  corps 
au  point  et  dans  la  direction  qu'on  consid^re. 

R'"  repr^sente  la  charge  k  la  torsipn  par  millim^tre  carr^  qa'^prouye  un.oorps 
au  point  et  dans  la  direction  qn'on  consid^re. 

E  repr^nte  le  coefficient  d'elasticit^  relatif  k  la  traction. 

E'  repr^ente  le  ooefficient  d'^Ia8ticite  relatif  &  la  compression. 

G  repr^nte  le  coefficient  d'^Iasticit^  relatif  an  glissement. 

G'  reprdsente  le  coef ficient  d'^Iasticit^  relatif  k  la  torsion . 

I  repr^nte  le  moment  d'inertie  d'nne  section  plane,  par  rapport  k  une  droite 
situ^  dans  son  plan  et  passant  par  son  oentie  de  gravite. 

J  reprdsente  le  moment  d'inertie  polaire  d'une  section  plane,  par  rapport  k  son 
centrede  gravit^. 
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PRELIMINAIRES 


ELIMINAIRES  ' 


es  par  les  corps  solides 
I  qul  lenr  sont  appliqudes. 


)n  coiisidere  les  corps  coninic 
luels  que  soienl  les  eflforls  qu'ils 
:  qui  perniel  de  transporler  le 
ut  quelconque  de  sa  direction,  > 
t  nombreuses  qu'on  peut  faire  s 
nplaeer  par  tel  ou  lel  autre  sy 

i  yeux  nous  raontrenl  que  Thypc 
solue  n'esl  pas  conforme  a  la  r£ 
aibles,  les  corps  se  deforment 
i  peu  pres  parfaite  leurs  dimei 
nt  a  cesser,  a  condition  toutefo: 
nvs  vaieurs  qu'indique  rexperi 
ionne  le  nom  ii'elasticite.  Au-d 
$  cliangcments  pei^manents  de  f 
plus  ou  moins  grand  de  parlie! 


listance  des  matdriaux. 


lu  un  assemblage  plus  ou  moins 
mnuos,  on  se  propose,dansrcti 
assurer  par  le  calcul,  non  seuli 
immediatement,  mais  encore  q 


^^^ 


§  3  -  4  — 

se  produit  pas  de  changements  de  structure  susceptibles  de  Tamener 
ulterieurement.  U  est  clair  d*ailleurs  que  les  equations  auxquelles  on  se 
trouve  ainsi  conduit  doivent  egalement  permettre  soit  de  calculer  la 
limite  maximum  des  forces  compatibles  sans  danger  avec  des  dimensions 
donnees,  soit  au  contraire  de  determiner  les  valeurs  au-dessous  des- 
quelles  celles-ci  ne  doivent  pas  descendre,  soit  enfin  d'etudier  quel  est 
le  dispositif  le  plus  avantageux  pour  la  construction  que  Ton  projette  et 
pour  Tagencement  de  ses  diverses  parties.  De  quelque  maniere  que  se 
pose  le  probleme,  il  est  Bouvent  utile  de  calculer  les  deformations 
qu'eprouvera  cette  demiere  une  fois  executee,  afin  de  reconnaitre  si, 
malgre  ses  changements  de  forme,  elle  remplira  toujours  le  but  qu*on  a 
en  vue.  II  arrive  frequemment  aussi  que  cette  determination  est  absolu- 
ment  necessaire :  nous  verrons  en  effet  plus  tard  que,  dans  un  certain 
nombre  de  cas,  la  production  des  deformations  modifie  d'une  maniere 
notable  soit  les  bras  de  levier,  soit  le  mode  d'action,  soit  les  valeurs  des 
forces  exterieures  en  jeu,  et  qu'elle  est  meme  parfois  la  cause  determi- 
nante  de  |rexistence  de  quelques-unes  d'entre  elles,  consistant  par 
exemple  en  reactions  de  points  d'appui  ou  d'encastrement ;  il  est  alors 
evidemment  indispensable  de  tenir  compte  des  changements  de  forme 
dans  la  mise  en  equation  des  problemes. 


§  3.  —  TransformatioBS  de  forces  permises  dans  la 

Rdsistanoe  des  matdriaux. 

II  resulte  de  tout  ce  qui  precede  que  le  remplacement  d'un  systeme 
de  forces  par  un  autre,  qui  lui  est  6quivalent  au  point  de  vue  abstrait  de 
la  Mecanique  rationnelle^  ne  saurait  etre  admis  pour  les  corps  essentiel- 
lement  deformables  dontnous  etudieronslaresistance.  Toutcequ'ilnous 
sera  permis  de  faire,  ce  sera  de  composer  ou  de  decomposer  les  forces 
autour  de  leur  point  d'appIication,  qui  ne  devra  jamais  etre  change,  et 
encore  devons-nous  faire  ace  sujet  la  remarque  suivante:  il  n'existepas 
en  realite  de  forces  concentrees  en  un  point  materiel  sans  dimensions ; 
quelle  que  soit  la  cause  qui  leur  donne  naissance  (action  de  deux  corps 
a  distance  ou  par  contact  Tun  avec  Tautre),  celles-ci  se  reparlissent 
toujours  sur  une  surface  plus  ou  nioins  grande;  seulement  Texperience 
prouve  que,  quand  Tetendue  de  ce  lieu  dCapplication  esl  tres  faible,  on 
peut  y  operer  toutes  les  transformations  admises  en  statique,  sans  que 
les  deformations  produites  subissent  de  changements  sauf  dans  une 
region  extremement  restreinte  qui  Tavoisine.  Si  donc,  comme  nous  Tad- 
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mettrons  toujours,  cette  petite  portion  du  corps  n*est  jamais  ezposee  a 
un  eflfort  local  assez  considerable  pour  amener  sa  desorganisation,  les 
compositions  et  les  decompositions  dont  nous  venons  de  parler  pourront 
etre  legitimement  admises. 


§  4.  —  Foroes  mol^onlaires  ou  ^lastlques.  Th6orie  math6"p 

matique  de  r^lastioit^. 

Quand  on  veut  determiner  par  le  calcul  les  eflfets  produits  par  Taction 
de  forces  appliquees  a  des  corps  solides,  on  est  tout  d'abord  amene  a 
se  demander  comment  sont  constitues  ces  derniers.  Ge  que  nous  savons 
a  leur  sujet  nous  conduit  a  les  considerer  comme  formes  de  moUcxdes  (*) 
qui  sont  s6parees  par  des  espaces  imperceptibles,  et  entre  lesquelles  se 
developpent  des  forces  soit  attractiveSy  soit  repulsives  suivant  que  les 
eflforts  exerces  augmentent  ou  diminuent  leurs  distances.  Ces  forces 
deviennent  nulles  des  que  Tecartement  atleint  une  valeur  appreciable; 
elles  tendent  au  contraire  a  devenir  infinies  quand  on  essaie  de  reduire 
celui-ci  a  zero,  et  c'est  la,  a  vrai  dire,  ce  qu*on  doit  entendre  par  l'im- 
penetrabilite  de  la  matiere.  Un  grand  nombre  de  geometres  ont  admis 
que  les  actions  qui  s*exercent  entre  deux  molecules  se  reduisent  a  une 
force  unique  qui  est  dirigee  suivant  la  droite  qui  les  joint  et  dont  Tin- 
tensite  est  une  fonction  continue  de  la  seule  distance  de  ces  molecules ; 
mais,  ainsi  que  Ta  fait  remarquer  Lame,  les  phenomenes  de  la  cristalli- 
sation  semblent  contredire  cette  hypothese  au  moins  pour  les  corps 
cristallises;  car,  pour  expliquer  rorientation  parfaitement  definie  que 
prennent  dans  ces  circonstances  les  molecules  les  unes  par  rapport  aux 
autres,  il  parait  necessaire  de  faire  intervenir  a  la  fois  une  force  et  un 
couple.  En  outre  ce  que  nous  savons  en  fait  de  theorie  mecanique  de 
la  chaleur  nous  porte  a  croire  que  les  petites  particules  des  corps  sont 
animees  de  vibrations  extremement  rapides  dont  la  force  vive  constitue 
ce  qu'on  appelle  le  calorique,  vibrations  auxqueUes  doit  d'ailleurs  parti- 
ciper  V6ther  interpose  et  qui  sont,  a  coup  siir,  de  nature  a  rendre  plus 
complexe  la  loi  des  actions  mutuelles  dont  il  est  ici  question.  QuoiquMl 
en  soit  et  quelle  que  puisse  etre  la  complication  de  ces  phenomenes,  on 
ne  peut  guere  se  refuser  a  admettre,  au  moins  a  titre  de  fait  experi- 
mental,  que  les  forces  moleculaires  auxquelles  donne  lieu  la  variation 
positive  ou  negative  d'ecartement  soient  proportionnelles  a  cette  demiere 

(1)  Les  moUcuU%  int^grantefl  des  corps  8ont  elles-mdmea  foroi^s  par  la  r^nnion  d'a(dmes 
groupte  «ntre  eox  d'une  facon  qui  ne  nous  est  pas  conmie. 
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tant  que  .les   deformations  sont  sufflsamment  petites.  Cest  cette  loi 
de  proportionnalite  qui  sert  de  base  a  Tensemble  des  recherches  mathe- 
matiques  qui  sont  connues  sous  le  nom  de  theorie  mathematique  de 
Velasticite  et  dans  iesquelles  on  se  propose  le  but  suivant :  etant  donne 
un  corps  solide  soumis  a  Taction  de  forces  exterieures  quelconques  et 
etant  connus  les  coefficients  qui  sont  n6cessaires  pour  definir  les  pro- 
prietes  elastiques  de  la  matiere  consideree,  trouver,  par  le  secours  seul 
de  Tanalyse,  les  deformations  eprouvees  par  n'importe  quelle  portion 
du  corps  dans  les  limites  oii  la  loi  de  proportionnalite  peut  etre  admise. 
Si  cette  question  6tait  entierement  resolue,  la  science  de  la  Resistance 
des  materiaux  serait  definitivement  fondee.  La  naissance  de  cette  branche 
importante  de  la  physique  mathematique  est  due  aux  travaux  de  Navier, 
Gauchy,  Poisson,  Clapeyron  et  Lame;  malheureusement  ces  geomfetres 
et  ceux  qui,  a  leur  suite,  ont  aborde  ces  etudes  delicates  se  sont  tous 
heurtes  a  des  difficultes  souvent  insurmontables  dMntegration,  et  ils  ne 
sont  parvenusa  traiter  completement  qu'un  petitnombre  de  cas  simples. 
Le  probleme  inverse,  consistant  a  trouver  les  forces  quand  on  connait 
les  deformations  en  chaque  point,  se  presente  sous  une  forme  beaucoup 
plus  simple  parce  qu'il  ne  donne  lieu  qu'a  des  differentiations,  mais  il 
ne  constitue  evidemment  qu'un  mode  de  verification  a  posteriori  de  la 
question  qui  nous  occupe,  et  il  ne  peut  servir  a  en  trouver  la  solution. 
Par  Temploi  d'une  methode  mixte  consistant  a  se  donner  arbitrairement 
ime  partie  des  forces  et  une  partie  des  deformations  compatibles  les  unes 
avec  les  autresy  de  Saint-Venant  est  arrive  a  des  resultats  remarquables 
dans  Tetude  de  la  traction,  de  la  flexion  et  de  la  torsion,  et  il  a  ainsi 
entierement  elucide  un  certain  nombre  de  cas  jusqu*alors  non  resolus ; 
mais,  quelque  ingeijieuse  que  soit  cette  maniere  de  poser  la  question, 
il  est  bien  clair  qu*elle  doit  se  montrer  impuissante  dans  une  foule  de 
circonstances,  et,  tant  que  Tanalyse  mathematique  n*aura  pas  triomphe 
d'obstacles  qui  semblent  d'ailleurs  absolument  infranchissables,  on  se 
trouvera  arrete  dans  la  voie  qui  menerait  a  une  solution  exacte  des 
divers  problemes  de  la  Resistance  des  materiaux.  Si  on  la  possedait 
d'aiUeurs,  cette  solution,  il  est  vraisemblable  que  souvent  on  n'en  serait 
pas  plus  avance  au  point  de  vue  des  apphcations :  les  formules  rigoureuses 
presenteraient  en  effet  bien  certainement  une  si  enorme  complication  qu'il 
faudrait,  pour  s'en  servir,  les  simpUfier  en  negUgeant  les  termes  les 
moins  influents  et,  dans  plus  d'une  circonstance,  on  arriverait  ainsi, 
tout  juste,  a  ce  qu'on  possede  maintenant.  Ce  qu!on  ne  doit  jamais 
perdre  de  vue  en  mecanique  physique  et  jusqu'en  astronomie,  c'est 
qu'il  faut  et  faudra  toujours  se  contenter  d'approximations :  le  tout  est 
d*etre  certain  que  ceUes-ci  sont  suffisantes  pour  le  but  qu'on  se  propose. 


6thode  suivle  dans  oe  Tralt^. 


tes  que  nous  venons  d'indiquer,  le  constructeur, 
un  but  pratique,  se  voit  contraint,  faute  de  mieux, 
ilutions  empiriques.  L'objet  qu'il  a  en  vue  n'esl 
en  le  remarquer,  de  reconnaitre  quelles  verites 
roire  au  sujet  de  la  faeon  dont  se  comporle  la 
elles  circonstances,  mais  simplenient  de  savoir 
i'il  lui  faut,  ce  sonl  des  methodes  sures  el  ra- 
les  dimensions  des  ouvrages  qu'il  projelle,  et  il 
1  a  sacrifier  la  rigueur  absolue  des  verites  scien- 
le  voie  empirique  plua  commode,  serrer  la  realitc 
js  erreurs  commises  soient  negligeables  dans  la 
arche  que  nous  suivrons  dans  ce  Traite :  nous 

certain  nombre  de  faits  dus  a  Texperience,  et 
;ant  de  la,  d'arriver  a  des  lois  et  a  des  procedes 
)urnir  a  Tingenieur  le  nioyen  d'eviler  tout  me- 

ceuvre  des  maleriaus. 


-  SCdtbode  des  seotlons. 


soumis  a  des  forces  qui  se  font  equilibre,  cou- 
quelconque  plane  ou  courbe  MN,  qui  le  separe 
siderons  Tune  de  celles-ci,  A  par  exemple,  avec 


Fig.  1 

,  qui  la  sollicilent.  L,'^quUibro  n'exi9tep!us  alors, 
lut  evidemment  appliquer  aux  divers  poinls  de  la 
es  forces  ^  reprisentant  pricisiment  1'action  de 
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lapartie  B  sur  laparlie  A  (').  Nous  pouvons  alors  ecrire  qu'il  y  a 
libre  entre  les  forces  F,  et  f  et  poser  a  ce  sujetlesequationshabitu 
de  la  slatique,  en  ayant  soin  d'op'6rer  nori  pas  sur  le  corps  a  Tetat  p 
tif,  mais  sur  le  corps  deforme  et  de  prendre  sur  ce  dernier  les  va 
des  efforls  exterieurs  et  des  bras  de  leviers.  Tres  souvent  les  cht 
ments  qu'eprouvent  ces  valours  par  suite  de  Texistence  des  defomia 
aont  negligeables,  mais  il  faut  toujours  prealablement  reconnaitn 
en  est  ainsi,  et,  en  nous  occupant  plus  tard  des  pieces  chargeesdel 
nous  verrons  qu'il  y  a  des  cas  oii  cette  simplification  n'est  pas  peri 
Au  lieu  de  faire  usage  d'une  seule  surface  coupante,  nous  en  emi 
rons  quelquefois  deux,  lelles  que  PQ,  RS,  et  nous  considererons  le  n 
V  compris  entre  elles  comme  etant  en  ^quilibre  sous  raclion  des  fi 


Kg.S 

F,  qui  lui  sonl  appliqu^es  direclement  et  des  efforts  inlerieurs  ^  ■ 
Dans  tous  les  cas,  quel  que  soit  le  procede  employe,  nous  pourrons 
jours,  en  ecrivant  Vequilibre,  remplacer  les  forces  F|,  F„  Fj  par  i 
porte  quel  autre  systeme  6quivalent,  puisqu'il  s'agit  uniquemenl, 
la  circonstance  actuelle,  d'equations  qui  ne  relevent  que  de  la  mecar 
rationnelle. 

En  general  raction  d'une  partie  telle  que  B  sur  un  element  indnii 
pelit  de  la  surface  de  separation  peut  se  representer  par  une  foi 
oblique  a  son  plan  et  donnant  lieu  par  consequent  a  une  traclion 


Fig.  3 


une  compression  /",  et  a  un  effort  tangentiel  de  glissement  y,  qui 

equilibre  par  la  resistance  qu'oppose  le  corps  a  tout  changemen 
forme.  Dans  les  liquides  et  les  gaz,  quand  on  considere  leur  flu 
comme  parfaite,  les  molecules  n'oppo8enl  aucun  obstacle  a  un  effoi 

(I)  Du  emDra  onl  m  et  Mnt  «ncore  pHroi»  commiH*  \  ee  mjetj  hodi  en  donneronj 
tard  un  ««mple  en  pariant  du  raeoordeDMnl  d'BnB  chaadJfero  cjlindriqas  av«c  sM  fonds  (§ 
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cette  demiere  nature;  ils  cedent,  sans  resister,  a  Taction  des  forces  tan- 
gentielles,  et,  quand  ils  ont  atteint  une  position  d'equilibre,  ils  n'eprou- 
vent  en  un  point  quelconque  que  des  pressions  normales;  c'est  la, 
comme  on  le  sait,  Tun  des  theoremes  fondamentaux  qui  servent  de  base 
a  Tetude  de  leurs  proprietes. 

Si  nous  considerons  maintenant  differents  elements  plans  inflniment 
petits  passant  par  un  meme  point  D  d'un  corps  solide,  nous  sommes 
amenes  a  reconnaitre  que  les  forces  obliques  /",/",  /"'....,  qui  les  sollicitent 
varient  en  general  non  seulement  d*inclinaison,  mais  encore  d'intensite, 
tandis  que  dans  les  liquides  et  les  gaz  en  equilibre  elles  sont  normales 
et  egales  en  tous  sens.  La  theorie  mathematique  de  Telasticite  fait  con- 
naitre  un  certain  nombre  de  theoremes  remarquables  relatifs  a  ces  ef- 
forts  moleculaires  qui  s'exercent  autour  d'un  meme  point,  mais  nous 
n*aurons  pas  a  nous  en  occuper  dans  ce  Traite. 

La  methode  des  sections  est  frequemment  employee  pour  calculer  les 
forces  moleculaires  qui  se  developpent  dans  rinterieur  des  corps  et 
pour  s'assurer  qu'elles  n'atteignent  pas  de  valeurs  dangereuses;  il  faut 
seulement  connaitre  le  mode  de  repartition  de  ces  efforts  sur  la  section 
consideree.  Quand  cela  n'est  pas  possible  par  la  theorie  seule,  on  a  re- 
cours  a  des  hypotheses  deduites  de  donnees  experimentales  ou  aux  deux 
moyens  combines  ensemble.  II  est  clair  d'ailleurs  que,  pour  ecrire  les 
equations  d'e(juilibre,  on  peut,  suivant  ce  qui  semble  le  plus  commode, 
considerer  a  volonte  la  partie  A  avec  les  forces  F,  (fig.  1)  ou  la  partie  K 
avec  les  forces  F„  les  actions  moleculaires  cp  etant  les  memes  dans  les 
deux  cas  mais  de  directions  contraires. 

En  etudiant  par  ce  moyen  ce  qui  est  relatif  a  un  point  donne,  il  fau- 
dra  evidemment,  parmi  toutes  les  sections  qu'on  peut  faire  dans  le  corps 
par  ce  point,  choisir  celle  qui  eprouve  la  fatigue  la  plus  grande  et  a  la- 
quelle  Poncelet  a  donne  le  nom  de  section  dangereme.  La  securile  du 
corps  entier  ne  sera  assuree  que  quand  on  aura  reconnu  quelle  est, 
parmi  toutes  les  sections  menees  en  divers  points,  ceUe  qui  fatigue  le 
plus.  Sa  position  et  son  orientation  peuvent  varier  non  seulement  avec 
la  valeur  et  la  repartition  des  forces  exterieures,  mais  encore  avec  la 
forme  du  corps,  le  mode  de  liaison  de  ses  diverses  parties  quand  il  est 
forme  de  plusieurs  pieces  assemblees  ensemble  de  facon  a  constituer 
autant  que  possible  un  sohde  unique,  etc.  Nous  en  verrons  des  exemples 
en  etudiant  le  gUssement  longiludinal  dans  la  theorie  de  la  flexion. 


7.  —  Princlpe  de  la  superposition 
des  petites  d6fonuations. 

qui  nous  sera  egalement  d'une  grande  utilite  est  celui  de 
n  des  petites  deformations;  il  peut  s'enoncep  ainsl :  tant 
n'eprouvent  que  de  tres  faiJsles  modifications  de  forme, 
)it  toujours  avoir  lieu  dans  les  constructions,  les  deforroa- 
es  donnent  naissance  des  forces  agissant  simullanement 
enlre  elles,  se  superposent  avec  les  valeurs  qu'elles  au- 
se  produisaient  separement  sous  l'action  de  ces  memes 
mt  isolement. 

de  ce  principe  peul  etre  regardee  comme  a  peu  presevi- 
}s  fois  que  ctiacune  des  forces  exterieures  en  jeu  est  lelle 
iverait  de  modificalioa  sensible  ni  dans  sa  valeur,  nidans 
vier  si  on  venait  a  supprimer  les  autres  en  totalile  ou  en 
erons  en  effet,  comme  Ta  fait  de  Saint-Venant,  deux  mo- 
'une  peut  etre  supposee  immobile  tandis  que  Tautre  a 
luite  de  deplacemenls  extremement  petils  par  rapport  a 
onction;  ies  projeclions  de  ces  deplacements  sur  la  ligne 
nnent  lespetits  changementsde  longueur  donldependenl 
'eloppees  et  leur  sont  proportionnelles,  de  sorte  que  le  de- 
nltant  total,  ainsi  projete,  est  aiors  evidemment  celui  qui 
endr^  par  la  resuttantedesforces.  Cest  egalement  ce  qui 
>rincipe  de  mecanique  que  *  un  ensemble  de  causes  donl 
ipable  isolement  de  produire  un  tres  petit  efTet  engendre 
implemenlla  summe  de  ees  effets  particuliers.  »  (') 
ique,  il  se  presente  un  grand  nombre  de  circonstances 
lus  venons  de  le  supposer,  la  deformation  produite  par 
^s  ne  modifie  que  peu  ou  point  Taction  des  autres.  Dans  ces 
irincipe  que  nous  venons  d'enoncer  peut  etre  applique  en 

ou  du  moins  il  ne  donne  lieu  qu'a  des  erreurs  absolumenl 
nous  pourrons  alors  combiner  enlre  elles  les  petites  de- 
ictement  comme  on  le  fait,  en  mecanique,  pour  les  che- 
s;  c'est  un  simple  Irace  geometrique  aelTectuer  quenous 
uite  en  formule.  Dans  les  autres  cas,  cetle  maniere  d'op6- 
etre  admise,  et  elle  conduirait  a  des  resultats  entaches 

•■anee  des  eorpt  tolides,  par  NiTier  et  da  Siint-VeDant,  p.  15,  ct  la  TMorU 
eorpi  toHdet,  p»r  Clebicb  et  de  SaiDt-VanaDl,  p.  H. 
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souvent  de  graves  inexaclitudes.  Telleest,  par  exemple,  la  circonstance 
qui  se  presente  pour  une  piece  chargee  debout :  suivant  qu*on  lui  ap- 
plique  ou  non  une  force  transversale,  1'efFet  produit  par  la  force  longi- 
tudinale  de  compression  n'est  pas  du  tout  le  meme.  Cest  encore, 
suivant  une  remarque  ingenieuse  de  Bresse,  ce  qui  arrive  avec  une 
piece  primitivement  droite  que  des  forces  F  obligent  a  reposer  sur  trois 
appuis  non  rigoureusement  de  niveau:  la  reaction  exercee  par  le  sup- 
porl  C  depend  essentiellement  de  la  fleche  que  prend  la  poutre  et  on 
ne  se  trouve  plus  dans  les  conditions  voulues  pour  appliquer  legitime- 


Fig.  4 

ment  le  principe  qui  nous  occupe;  dans  le  cas  particulier,  par  exemple, 
oii  chacune  des  forces  F  prise  a  part  ne  serait  pas  suffisante  a  elle  seule 
pour  faire  courber  la  piece  jusqu'a  ce  qu'elle  vienne  reposer  sur  le  sup- 
port  C,  rappUcation  du  principe  de  la  superposition  des  petites  deforma- 
tions  conduirait  a  ce  resultat  que  Tappui  en  question  n'exerce  aucune 
reaction  sur  la  poutre,  tandis  qu*il  n'en  est  pas  du  tout  ainsi  dans  Thy- 
pothese  ou  nous  nous  sommes  place. 

g  8.  —  Proportionnalitd  des  forces  dlastiques  auz  faibles 

ddformations.  Limite  d'dlasticit6. 

Nous  avons  dit  que  les  geometres,  en  etudiant  au  point  de  vue  theo- 
rique,  Telasticite  des  corps  solides,  ont  ete  conduits  a  penser  que  les 
forces  moleculaires  ou  elastiques  sont  proportionnelles,  dans  certaines 
limites,  a  la  variation  positive  ou  negative  de  distance  des  molecules 
qui  leur  donne  naissance.  L'experience  confirme  cette  maniere  de  voir: 
une  tige,  soumise  a  des  efforts  d'extension  ou  de  compression,  s*aIIonge 
ou  se  raccourcit  de  quantites  tres  sensiblement  proportionnelles  a  TefFort 
qu*on  lui  applique,  tant  que  celui-ci  n'atteint  pas  une  certaine  valeur, 
qui  se  trouve  etre  notablement  superieure  a  celle  qu'on  admet  dans  la 
pratique  des  constructions.  Au-dela  de  ce  point,les  deformations  croissent 
suivant  une  loi  beaucoupplus  rapide  que  precedemment  (*),  de  sorte  que, 

(1)  Ge  fait  peat6tre  pratiquement  constat^  d'iine  maniftre  tr^s  nette  au  mojen  de  ring^nieuz 
c  ^lastieimMre  enregistrear  >,  imagin^  par  MM.  Neel  et  Clermont,  chefs  de  l'atelier  des  essais  de 
m^taux  k  la  Compagnie  du  Gbemin  de  fer  de  Ljon.  On  en  troaTera  la  description  dans  la 
Beme  g4nSral$  des  Chemim  de  Fer,  aTril  1890,  p.  248. 


—  12  — 

me  ligne  ayant  poui*  abscisses  les  ailoDgeroenla  ou  les  raccour- 

mesures  par  unile  de  longueur,  et  pour  ordonnees  les  efforts 

le  section  transversale,  on  obtient  une  courbe  analogue  a  la 

m  se  confond  senslbtemenl  sur  une  certaine  longueur  AB  avec 

poite.  fexperience  monlre  en  outre  qu'en  dessous  du  point  B, 

luel  cesse  la  loi  de  proporiionnalite,  les  deformaliona  perma- 

it  tellemenl  faibles  qu'il  faut  des  instruments  de  precision 

lent  pour  les  mesurer,  mais  m6me  pour  constater  leur  exis- 

tence  ('),  el  cela  a  lieu  tres  sensiblement 

quelque  longue  que  soit  la  duree  de  Tap- 

plication  des  charges,  et  quelque  grand 

que  soit  le  nombre  defoisqu'on  lesfasse 

agir.  L'ingenieur  peut  donc,  dans  la  pra- 

tique,  se  dispenser  d'en  tenir  compte; 

"'  c'est    pourquoi  nous   admeltrons  que, 

'*'  jusqu'a  uncertain  poinl  auquel  on  donne 

limite  d'6lasticile,  les  deformations  cessent  avec  raclion  des 

ursont  proportionnelles ;  le  rapporl  conslant  qui  esiste,  dans 

,  entre  la  charge  par  unite  de  surface  el  rallongement  ou  le 

lement  par  unite  de  longueur  porte  le  nom  de  coefficient 

relalif  a  la  traclion  ou  a  la  compression ;  C'est  la  tangente  de 

b. 

loua  venons  de  le  dire,  ia  porlion  AB  de  la  courbe  ABD  ne  se 
s  rigoureusementetmaLhematiquement  avecuneligne  droite, 
nt  oii  Ton  s^apergoit  qu'elle  se  s^pare  de  la  tangente  AK  esl 
it  d'aulant  plus  voisin  de  rorigine  A  que  les  mesures  effec- 
plus  precises,  Si  donc,  au  lieu  d'employer,  comme  on  Ta  fait 
iglemps,  des  instruments  donnant  seuleraent  le  1/4  de  milli- 
iron,  on  dispose  d'appareils  permetlant  de  descendre  jus- 
liemes  el  meme  aux  dix-milliemes  de  millimetre,  on  arrivera 
a  constater,  outre  Texistence  bien  connue  du  poinl  B,  celle 
point  tel  que  B'  au-dessous  duquel  la  dislance  entre  la  courbe 
t  sa  tangente  en  A  est  Irop  faible  pour  etre  percue  par  Tob- 
ivec  les  moyens  dontil  dispose,  la  position  de  B'  entre  B  et  A 
lleurs  evidemment  varier  suivant  la  perfection  plus  ou  moins 
1  moyens  en  question.  Des  distinclions  de  ce  genre  ont  ele 
quefois  dans  ces  derniers  temps  :  elles  nous  semblent  non 
ir  le  champ  de  nos  connaissances  au  sujet  des  proprietes 
;s  des  corps,  mais  pluldt  montrer  1'habilete  de  robservateur 

i  donne  qu'an- 
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ion  de  ses  inatruments;  la  complication  pra- 
tnt  lieu  ne  nous  parait  pas  d'ailleurs  suffisam- 

moins,  et  nous  sommes  d'avis  iju'il  est  prefe- 
uoment  aux  notions  precedemmentespos^es. 
imile  d'^Iaslicit6  B6  varie  souvent  d'une  ma- 

les  operations  physiques  auxquelles  on  l'a 
is  que  le  forj?eage,  le  laminage,  recrouissage, 
iperature  a  egalement  une  influence  sensible 
a  remaiMjuer  qu'il  est  difficile,  soit  de  fixer 
nt  ezacte  sur  la  courbe  ABD  ie  point  oti 
dre  sensiblement  avec  ime  ligne  droite,  soit 
cis  les  deformations  permanentes  doivent  etre 
int  appr^ables.  Pour  toutes  ces  raisons  les 
ujet  dans  les  tableaux  el  les  aide-m^moire  ne 
que  comme  s'appliquant  d'une  maniere  ap- 

Ton  rael  en  oeuvre;  il  en  est  de  m6me,  d'ail- 
ans,  pour  lous  les  chiffres  pratiques  relatifs  a 


traotlon  des  oorps  dana  lesqnels  la 
d'^lastlolt4  a  4t4  d^passde. 


icite  a  ete  depassee  dans  toule  Tetendue  ou 
.  d'un  solide,  les  molecules  ne  reprennent  plus 
de  sorte  qu'on  a  en  realite  affaire  a  un  nou- 
memns  proprieles  elastiques  que  le  premier; 
1  courbo  qui  relie  les  allongemenls  du  metal 


Fig.  6 

pondants,  nous  savons  que,  lanl  quc  rallonge- 
inl  n'est  pas  superieur  a  \b,  le  corps  revient  a 
il  cesse  d'en  elre  de  meme  si  Ton  depasse  le 


r  - 
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point  B,  pour  aller  jusqu*en  H  ^ar  exemple.  Lorsqu'on  opere  sur  du  fer 
ou  de  racier  et  qu'il  s*agit  d'efforts  de  traction,  rexperience  prouve  que, 
si  Ton  mene  par  H  une  parallele  H^  a  la  ligne  AB,  Yallongement  permanent 
est  alors  a  tres  peu  pres  egal  a  A^  et  la  nouvelle  courbe  relative  au  metal 
ainsi  modifle  est  tres  sensiblement  representee  par  la  droite  ^H  etTan- 
cienne  ligne  HD  se  raccordant  ensemble  par  une  partie  arrondie  KS.  U 
resulte  de  la  que  le  coefflcieni  (Telasticite  ne  change  pas  sensiblement 
de  valeuT^  mais  que  la  limite  (Telasticite  est  recuUe  jusqu'en  un  point  K 
sitv4  it  unefaihle  distance  dupoint  H. 

La  connaissance  de  la  loi  precedente  est  due  en  grande  partie  aux 
experiences  executees  en  France  par  Tresca,  en  Italie  par  le  g6neral 
Rosset,  en  Allemagne  par  le  professeur  Bauschinger,  et  enfin  en  Ame- 
rique  par  le  professeur  Thurston  et  divers  autres  experimentateurs.  EUe 
paralt  bien  s'appliquer  a  toutes  les  varietes  de  fer  ou  d'acier  employees 
dans  les  constructions,  mais  il  serait  imprudent  de  Tetendre  aux  autres 
corps  et  particulierement  a  ceux  qui  sont  essentiellement  mous  et  duc- 
tiles  comme  Tetain,  le  zinc,  le  cuivre ;  dans  tous  les  cas  elle  cesse  d'etre 
exacte  a  partir  du  moment  ou  se  produisent  les  phenomenes  de  la 
striction  qui,  comme  nous  le  verrons  plus  loin,  donnent  lieu  dans  une 
certaine  region  a  une  sorte  d'ecoulement  du  corps  solide  produisant  un 
allongement  permanent  sans  allongement  elastique  correspondant. 

Comme  cela  resulte  des  nombreuses  experiences  qui  ont  ete  faites  a 
ce  sujet  (*),  les  phenomenes  dont  nous  venons  de  parler  sont  un  peu 
plus  compliques  que  nous  ne  venons  de  Tindiquer;  en  realite,  tout  metal 
soumis  a  froid  a  un  effort  mecanique  energique  subit  une  sorte  d'e- 
crouissage  plus  ou  moins  prononce  et  ne  se  brise  ensuite  que  sous  une 
charge  plus  elevee.  Gomme  on  Ta  constate,  cet  effet  est  tres  appreciable 
pour  le  fer  extremement  doux  et  ductile,  surtout  quand  on  pousse  Teffort 
primitif  jusque  dans  le  voisinage  de  la  rupture ;  on  obtient  ainsi  jusqu'a  un 
accroissement  d*environ  18®/odans  Teffortnecessaire  pour  rompre  ensuite 
les  barreaux  experimentes.  Les  effets  ainsi  produits  se  compliquent 
d'ailleurs  de  ceux  qui  resultent  des  phenomenes  dus  a  Velasticit^  subs6- 
quentCy  et,  comme  nous  le  dirons  plus  loin  (§  11),  ils  sont  d*autant  plus 
sensibles  qu*on  a  permis  au  barreau  de  se  reposer  pendant  un  temps 
plus  long,  tout  en  atteignant  cependant,  au  bout  de  peu  de  jours,  une 
valeur  tres  voisine  de  leur  maximum.  Pour  le  fer  un  peu  dur  et  pour 
Tacier,  Taccroissement  de  resistance  dont  nous  venons  de  parler  est 
beaucoup  moins  prononce  et  ne  parait  guere  jamais  atteindre  plus  de  3 


(1)  On  pourra  ea  partictJior  consulter  k  cet  6gard  The  elasHcity  and  re$istanee  of  the  ma- 
terials  of  engineering,  par  Burr  (Nev-York,  1883),  p.  260. 
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ou  4  **/o,  de  sorte  que,  dans  la  pratique  des  constnictions,  la  loi  enon- 
cee  au  commencement  de  ce  paragraphe  peut  etre  regardee  comme 
suffisamment  exacte.  Nous  ajouterons  en  terminant  que,  par  le  recuit, 
le  metal  reprend  ses  proprietes  primitives  :  il  cesse  d*etre  aigre  ou 
C€LSsanty  ce  qui  revient  a  dire  (§  13  et  14)qu'il  a  recouvre  sa  faculte  pre- 
xniere  de  s'allonger  considerablement  avant  de  se  rompre. 


§  10.  —  Rdsistajice  des  corps  soumis  &  des  efforts  statiques. 

Considerons  un  corps  dont  toutes  les  molecules  sont  arrivees  lente- 
ment  et  par  degres  insensibles  aux  positions  definitives  que  leur  font 
occuper  des  forces  exterieures  appliquees  sans  chocs  et  sans  secousses 
de  facon  a  ne  pas  donner  lieu  a  des  mouvements  vibratoires.  Les  de- 
formations  produites  se  resument,  en  dernier  ressort,  dans  Tecartement 
de  certaines  molecules  et  dans  le  rapprochement  de  quelques  autres; 
11  est  bien  clair  que  le  fait  du  rapprochement  ne  peut,  par  lui-m^mey 
produire  une  rupture  :  un  corps  qu*on  presse  de  tous  c6tes  de  facon 
qu'il  lui  soit  impossible  de  se  dilater  dans  aucun  sens  supporte,  sans 
se  briser,  tels  eCforts  que  Ton  veut;  c'est  en  effet  ce  qu*on  observe  dans 
la  fi'appe  des  monnaies  et  dans  quelques  phenomenes  du  meme  genre, 
par  exemple  dans  le  courbage  des  pieces  de  bois  quand  on  s'oppose 
efficacement  a  Textension  des  fibres  dans  la  partie  convexe.  Si,  en  com- 
primant  les  molecules  A  et  B,  on  arrive  a  determiner  quelque  part  une 
separation,  cela  tient  a  ce  que  celles-ci,  en  marchant  Tune  vers  Tautre, 
se  rapprochent  en  meme  temps  des  molecules  C  et  D  situees  de  chaque 
c6ie  et  les  forcent  a  s'ecarter,  en  determinant 
ainsi  un  gonfiement  des  faces  laterales  quand  ces       ^  a 

dernieres  sont  libres.   Des  considerations  analo-    • — «     c       D-    > — ^ 
gues  sont  applicables  aux  efforts  de  cisaillementj        ^  B 

qui,  en  tendant  a  faire  glisser  Tune  par  rap- 
port  a  Tautre  deux  sections  infiniment  voisines, 
ne  peuvent  produire  que  des  allongements  ou  des  raccourcisse- 
ments  dans  certaines  directions.  Pour  s*assurer  qu'un  corps  soumis  a 
des  efforts  statiques  ne  se  brisera  pas,  il  suffirait  donc,  au  point  de  vue 
theorique,  de  voir  si,  en  aucun  de  ses  points,  il  ne  se  produit  d'ecarte- 
ment  superieur  a  celui  qui  est  compatible  sans  danger  avec  la  nature 
de  la  matiere  dont  il  est  forme.  Malheureusement  cette  facon  d*aborder 
le  probleme  donne  lieu  a  des  difficultes  et  a  des  comphcations  de  plus 
d'une  sorte,  et,  en  pratique,  quand  les  faces  laterales  des  solides  sont 
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s,  comme  nous  le  supposerons  par  la  suite,  U .  est  pr^ferable 
risager  a  parl  les  phenomenes  de  traction,  de  eompre$sion  et 
sailtement,  et  de  demander  a  Texperience  quel  est  Vallongement,  le 
jurcissement  ou  le  glissement  par  millimetre  couraut  qu'on  peut  ad- 
re  sans  avoir  a  craindre  la  rupture,  soit  immediate,  soit  ulterioure 
luite  d'un  changement  de  contexture. 

us  avons  dit  precedemment  que,  dans  les  limites  des  efforts  admis 
les  construclions,  tes  deformations  sont  proportionnelles  aux  char- 
)ar  millimelre  carre  qui leur  correspondenl ;  ilnous  sera  donc  permis, 
les  problemes  qui  concernenl  la  resistance  aux  elforls  slatiques, 
)us  baser  sur  les  valeurs  qu'acquierent  ces  dernieres,  et  de  dire 
lous  serons  dans  de  bonnes  condilions  si,  aux  points  et  dans  les 
tions  oii  la  fatigue  est  la  plus  grande,  ces  valeurs  ne  sont  pas  supe- 
es  aux  chiffres  admis  par  les  constructeurs.  TeUe  est  en  effel  la 
he  conslante  que  nous  suivrons  dans  tous  les  cas  de  cette  nature. 


%  11.  —  £lasticlt4  sulisdqaente. 

}posons  que  nous  appUquions  a  un  corps  des  forces  qui  ne  soient 
antes  ni  pour  amener  la  rupture  immediate,  ni  pour  la  provoquer 
>ut  d'un  certain  temps  par  une  desagregation  plus  ou  moins  lenle 
ilant  les  ph^nomenes  qui  ont  donne  heu.  de  la  part  de  Tresca,  a 
jcherches  si  interessantes  et  si  curieuses  sur  V4eoulement  des  so- 

rexp^rience  de  chaque  jour  montre  que,  dans  ces  conditions, 
ps  consid^re  atteint,  souvent  presque  de  suite,  A  peu  pris  la  nou- 
fonne  qu'il  doit  conserver;  mais  Temploi  d'appareils  de  precision 
Bt  de  conslater  qu'en  reatite  roquilibre  moleculaire  ne  B'etablit  pas 
diatement  :  la  deformation  conlinue  a  augmenter  quoique  d'une 
jre  trfes  lente  et  de  moins  en  moins  sensible,  el  eUe  n'a  tleint  sa  valeur 
Qum  qu'au  bout  d'un  certain  temps,  ne  depassant  pas  dans  bien 
is  un  petit  nombrede  minules,  mais  pouvant  s'elever  a  des  heures, 
lurs  et  meme  des  mois,  suivant  la  nature  de  la  matiere,  la  valeur 
ffort  et  la  temperalure.  Inversemcnt,  si  l'on  fail  cesser  raclion  des 
;  auxquelles  un  corps  esl  soumis,  des  phenoinenes  tout  a  fait  ana- 
5  se  produisenl  en  sens  opposo,  el  roii  conslate  non  seulemeiil 
etat  definitif  de  repos  ne  s'etablit  pas  de  suite,  mais  encore  qu'il 
un  iiitervallc  d'aulant  plus  long  que  la  duree  d'applicalion  de  la 
B  a  6te  plus  grande. 

effets  de  deformalion  lenle  et  supplemenlaire  ont  «le  eludies  pour 
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la  premiere  fois  en  1 833,  par  Weber,  qui  les  a  caracterises  par  le  n 
elaslische  NackwiTkung  (aclion  ultMeure  elasHque) ;  ils  ont  ele  rob 
nombreuses  recberches  de  la  parl  de  Kohlrauscli,  Neesen,  G.  Wiede 
en  AUemagne,  deWniiamK.enl  en  Anierique  et  de  L.  PerardenBelj 
En  France,  on  tes  deslgne  generalement  sous  te  nom  ii'elasticiti  i 
quente  our^7naTien(e;ilsparaissenldusa  cefaitqueles  moleculesm 
venlpas  obeir  suffisammentviteauxactionsquilessollicilent,etqu' 
faut  un  certain  temps  pour  aclieverde  se  depiacer  et  de  changerd' 
lation  les  unes  par  rapport  aux  autres.  Pour  donner  une  idee  des 
tats  obtenus  par  les  divers  experimentateurs,  nous  citerons 
experiences  dues  a  Kolilrausch  :  un  fil  de  lailon  a  ele  lordu  de  9( 
preraiere  fois  pendant  une  minute,  el  une  seconde  foia  pendant 
minutes,  apres  quoi  on  a  fait  cesser  reffort;  les  deviations  obst 
ont  ete  alors  les  suivantes: 


D^VIATIONB  nBSTANTSa  On  AN( 

DB    TORBION    RBBTANTB    AU 

BOI 

.2 

2 
1 

1 
1 

1 

1 

i 

- 

' 

w 

« 

« 

^- 

23^ 

Wb 

9"8 

704 

G"3 

6-5 

42"5 

17»8 

U'4 

1I«9 

9°1 

7.0 

Fil  toidu  de  90°  pendant  1  minnte    . 
Fil  torda  de  90°  peitdaiit  2  minutes. . 


Voici  encore  quelques-uns  des  resultats  obtenus  par  Wiedeman 
un  fil  de  laiton  do  2  millimetres  de  diametre  et  de  O"',*^  de  long  s( 
successivement  a  difterenls  efforts  de  torsion  : 

Valenis  pnoportionnellM  des  momenta  de 
torsion  prodniaant   les  deviationa 


Aneies    ["^  preniier  moment 
de  toraion  June  fois  I'equilibre  d^finitif j 
obserr^  f     6tabli.    .... 


3 

= 

7 

9 

312- 

523* 

733° 

ase^s 

ais- 

523" 

784' 

9h9f 

im-' 

1204' 


Pour  etudier  1'elasticile  subsequente,  on  opere  souvent  d'une 
maniere  :  on  donne  au  corps  experimente  une  deformation  quelc( 
et,  en  mesurant  les  efforls  qui  sont  necessaires  au  bout  de  1,  % 
heures  pour  maintenir  celle-ci  constante,  on  reconnait  que  ces  dei 
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inslamraent  en  diminuant  pendant  un  certain  lemps  par  sujte 
jlacementa  lents  qu'eprouventles  molecules  en  se  rendanl  a  leurs 
is  d'equilibre.  De  Tune  des  experiences  faites  par  Perard  sur 
e  de  ferayant  30°"",4  de  diametre  et  1  melre  de  Jong  on  peul 
i  les  chiffres  suivants  : 


M0MBNT9  KiCKflBAIRE8 

POUR    H 

INTBNIR 

nSK    TOBBION    !>■    & 

y 

ot 

An  boul  d« 
2  minutM 

Au  bout  de 
1  beura 

Au  boul  d« 
2beDrM 

Au  boul  de  Au  boul  de 
1!  baurm        1  jonr 

Au  bout  de 

Sionra 

Auboutdi 
2  jours  Iji 

., 

0,930 

0,920 

0,915 

0,905 

0,895 

0,887 

0,884 

sticite  subsequente  consistanl  dans  ce  fait  que  les  molecules  ne 
nt  pas  de  suite  leurs  positions  definitives  d'equilibre,  11  faut 
lenient  s'atlendre  a  ce  que  la  resislance  du  corps  a  la  rupture 
istainment  variable  pendant  la  periode  de  transition  qui  precede 
nal  d'equilibre  en  question.  Cest  bien,  en  effet,  ce  que  confirme 
ience  :  une  Commission  americaine  ('),  ayant  pris  un  cerlain 
;  de  barreaux  de  fer  extremement  doux  aussi  identiques  que 
e,  les  a  soumis  a  des  efforls  de  traclion  egaux  et  Ires  voisins  de  la 
i,  puis,  une  fois  la  charffe  enlevee,  on  a  recoinmence  Tessai  de 
1  apres  avoir  laisse  les  divers  barreaux  se  reposer  pendant  des 
i'ariab!es.  La  Commissioii  a  ainsi  obtenu  les  resullats  suivanls: 


pendant  leqnel  oq  a  laiss^  lea 
,ux  Be  repoaer  entre  la  premier 
econd  essai  de  traction. 


Augmentation  de  reaistance  k  la  ntptnre, 
obtenue  par  rapport  aux  barreauxqn^on 
a  rompus  au  premier  essai  de  traction. 


MotDB  de  1  heure 1,1  ?£ 

De  1  heure  k  8  hcurea 3,8  p6 

1  jour 15,4  96 

3  jonrs 16,2  % 

8jonra 17,8% 

De  3  4  43  jonrs 15.3  % 

6  raois 17,9  96 

ne  on  le  voil,  au  bout  d'un  jour  Tetat  definilif  d'equilibre  parail 
peu  pres  elabli.  Pour  du  fer  un  peu  dur  el  pour  de  Tacier,  l'aug- 


r  Burr  (ooYrage  d^jh  cit^  au  pnngrHphe  9),  p.  361. 
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conslatee  dans  des  essais  anologues  est  beau- 
nme  nous  avons  deja  eii  Voccasioii  de  le  dire 
jre  3  ou  4  %. 

e  subsequenle  sontsurtout  prononces  dans  les 
[les  que  les  fils  de  soie,  le  caoutchouc.  Ils  se 
■eme  rapidite  et  sontpar  consequent  a  peupres 
aux  tant  que  les  efforts  exerces  sont  peu  consi- 
upart  d'entre  eux  et  surtout  avec  ceux  qui  sont 
er  extremement  doux,  le  cuivre,  etc,  ils  sont 
les  deformations  permanentes  deviemient  un 
nd  on  approclie  de  la  charge  de  rupture,  On  voit 
tiellement  dans  ce  cas  d'en  tenir  compte;  il  con- 
le  pas  conduire  trop  rapidement  les  essais  de 
X ;  avec  le  fer  un  peu  dur  et  1'acier,  un  petit 
epos  apres  chaque  charge  est  a  peu  pres  suffi- 
lution  n'est  pas  priae,  on  esl  expose  a  voir  se 
es  qui,  au  premier  abord,  paraissent  inexpli- 
3  ce  qui  se  presente  quand  on  soumet  un  corps 
iderables  se  succedant  a  de  tres  courts  inter- 
l  qu'apres  avoirenleve  le  poids  P  qui  exerce  un 
e  tige  A.B,  nous  le  remettions  iramediatement 
sticite  subsequenle  ait  acheve 
isistant  ici  en  un  raccourcisse-  '■^////^'■'/// 
in  charge  va  Irouver  le  barreau  .     . 

irte  qu'elle  produira  une  fatigue 
iremiere  repetition  de  reCfort  en 
le  nouvelles,  on  comprend  de 
tiabiluelles  de  la  resistance  vont 
modifiees.  Ce  qui  complique  H^ 

est  que  les  eftets  de  1'elasticite  (_  p 

ml  aussi  bien  quand  on  replace  f,.  ^ 

a  retire ;  d'apres  ce  qu'on  sait  a 
irs  susceptibles,  dans  certaines  circonstances,  de 
tmemaniere  etaumeme  moment  toutes  lesmole- 
doivent  donc,  en  definitive,  se  trouver  soumises 
is  et  irreguliers  ayant  une  influence  notable  sur 
ix-memes,  soil  par  les  phenomenes  d'echauffe- 
ructure,  elc,  auxquels  ils  peuvent  donner  lieu 
sea  diverses  parrai  lesquelles  il  convient  de  citer 
)lus  ou  moins  grande  du  corps  considere;  sous 
repetees,  la  contexture  de  l'un  d'eux  peut  se 
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modifier  d'une  maniere  rapide  et  donner  lieu,  par  exemple,  a  mie  dimi- 
nution  tres  sensible  de  resislance,  tandis  que  ces  effets  seront  beaucoup 
moins  prononces  dans  un  autre.  11  y  ala,  comme  dans  beaucoup  d'autres 
parties  de  la  science  qui  nous  occupe,  un  vaste  cliamp  de  recherches 
ouvert  devant  Finvestigateur  qui  veut  approfondir  les  phenomenes  de  la 
mecanique  moleculaire  (*). 


§  12.  —  Bffets  produits  par  la  r^pdtition  rapide  des  efforts. 

Si  Ton  soumet  un  barreau  a  des  traclions  reiterees  qui  se  succedent  a 
des  intervalles  de  temps  suffisamment  eloignes  et  n*atteignent  qu'une 
faible  valeur,  inferieureen  tous  cas  a  celle  qui  est  necessaire  pourdeter- 
miner  un  commencement  de  strieiion,  on  n'observe  en  general  aucune 
fatigue  speciale  resultant  de  la  repetition  des  eflforts;  en  d'autres  termes, 
on  se  trouve  constamment  dans  d'aussi  bonnes  conditions  si,  entre 
rapplication  de  deux  charges  successives,  on  donne  au  corps  un  repos 
d'une  duree  variable  suivant  sa  nature,  mais  ne  s'elevant  souvent  qu'a 
un  assez  petit  nombre  de  minules, 

Si,  au  contraire,  les  efforts  exerces  se  succedent  a  des  intervalles  tres 
rapproches,  les  phenomenes  changent  de  nature  et,  d'apres  ce  qui 
vient  d*etre  dit  a  propos  de  Velasticite  subs6quente  {%  H),  on  doit  s'at- 
tendre  a  trouver  une  diminution  de  resistance;  c'est  effectivement  ce  que 
montre  la  pratique  dans  une  foule  de  circonstances,  par  exemple  pour 
les  pieces  de  machines  a  vapeur  qui  sont  soumises  a  des  efforts  inces- 
samment  renouveles,  faisant  meme  souvent  travailler  les  molecules 
alternativement  a  la  traclion  et  a  la  compression.  Les  effets  du  genre  de 
ceux  dont  nous  parlons,  observes  depuis  longtemps  par  Fairbairn,  ont 
ete  etudies  en  detail,  surtout  pour  le  fer  et  Tacier,  par  Woehler,  par 
Spangenberg,  puis  par  Bauschinger.  Ces  experimentateurs  ont  fait  a 
ce  sujet  de  nombreux  essais  de  traction,  de  compression,  de  flexion  et 
de  torsion  dont  les  resultats  principaux  peuvent  se  resumer  dans  la 
proposition  suivante :  si  Ton  calcule  les  tensions  extremos  (positives  pour 
la  traction,  negatives  pour  la  compression)  qui  correspondent  auxlimites 
des  mouvements  alternatifs  imprimes  au  melal,  on  trouve  que  plus  la 
diff6rence  algebrique  de  ces  tensions  est  grande,  plus  la  charge  qui  d^ter- 
mine  la  rupture  est  faible. 

(1)  Pour  plos  de  d4taiU  relatifs  k  l'61asticit6  sabs^uente,  on  poarra  consulter  les  oavrages 
laiTants  :  Bevue  universelle  des  Mines,  1880,  i^  semestre,  p.  iSQ,  —  Joumal  de  Physique 
tMarique  et  appHquSe,  1879,  p.  349. 
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11  y  aurait  evidemment  un  interet  considerable  a  savoir  quelle  est, 
pour  chaque  espece  de  metal,  la  valeur  de  cette  charge  reduite  qui  pro- 
duit  la  rupture  dans  telle  ou  telle  circonstance  donnee.  Les  experiences 
faites  jiasqu'ici  ne  permettent  malheureusement  pas  de  resoudre  d'une 

maniere  tant  soit  peucomplete  le  problemeenquestion.  Dans  les  essais 

1 

de  Woehler,  oii  la  charge,  appliquee  pendant  moins  de  tk  de  seconde,  se 

reproduisait  a  des  intervalles  reguliers  un  peu  inferieurs  a  1  seconde, 
la  charge  reduite  de  rupture  9  s*est  trouvee,  pour  les  fers  et  les  aciers 
experimentes,  sensiblement  donnee  par  la  formule 


?=!+  )jT(T-n.  A) 


A  etant  la  diflference  algebrique  mentionnee  plus  haut; 

T  la  charge  de  rupture  telle  qu'on  Tobtiendrait  dans  le  cas  d*un  essai 
ordinaire  de  resistance  par  Tadditi^n  lente  et  graduelle  de  poids ; 

n  un  coefficientnumerique  qu'on  peut  prendre  egal  a  environ  1,42  pour 
le  fer  d'essieux,  et  al,66pour  Tacier  d'essieux  Krupp,  au  moins  pourles 
qualites  experimentees  par  Woehler. 

T  etant  connu  pour  un  metal  determine,  si  Ton  se  donne  arbitraire- 
ment  A  on  en  deduit  immediatement  la  valeur  correspondante  de  9  et 
par  suite  celle  de  Teffort  minimimi  9'  =  9  —  A.  En  operant  de  cette 
facon  pour  les  valeurs  n  zn  1,42  et  w  ni  1,66  mentionnees  plus  haut  et 
en  prenant  T  =  33  kg.,2  pour  le  fer  et  T  =  73  kg.,4  pour  Tacier,  on 
Irouve  que  des  mouvements  tris  rapidement  et  indeflniment  rep6tes 
causent  la  rupture  quand  les  efforts  varient  entre  les  limites  suivantes : 


POUR 

LB     FER    D'E88IRnX 

1 

De-f33*,2(traction)i-f33*,2(traction) 

De-i-25 

— 

+31,5 

— 

De-t-20 

— 

+80 

— 

De+15 

— 

+28,4 

De+10 

— 

+26,3 

— 

De+  5 

— 

+23,8 

— 

De       0 

— 

+21,0 

— 

De — 11,7  (compres- 

sion)  k 

+  11,7 

1 

POUR    l'aCIER     d'E88IBUX 


De+73*,4(traction)&+73*,4(traction) 

De+60 ,0     — 

+69 ,8       - 

De+45 ,0      — 

+64,6       - 

De+30 ,0      — 

+58,8       — 

De+15 ,0      — 

+50,6       — 

De       0          — 

+40 ,9       - 

De  — 22  ,1  (compres- 

sion)4 

+224        -- 

Ces  resultats  sont  traduits  graphiquement  sur  la  figure  9.  Pour  <p'  =  0, 
c'esl-a-dire  pour  le  point  0,  on  a 


9  =  2  T(v/«a  +  l— n) 
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Contrairement  a  ce  qui  a  ete  affirme  plusieurs  fois,  cette  valeur  n'est 
pas  egale  a  la  limite  d'elasticite,  telle  du  moins  qu'on  la  constate  dans 
un  essai  ordinaire  de  resistance  a  la  traction. 

Pour  <p'  = —  <p,  ce  qui  correspond  a  des  efforts  alternativement  egaux 
de  traction  et  de  compression,  on  a 

^""2n 

Si,  pour  une  valeur  donnee  (p',  la  charge  maximum  (p  d^passe  plus  ou 
raoins  les  chiffres  precedents,  la  rupture  est  inevitable :  elle  se  produit 


73/^4 


7  3^'^4. 


•-S2% 
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au  bout  d*un  nombre  plus  ou  moins  grand  de  repetitions  de  Teffort.  Un 
point  egalement  important  a  noter,  c'est  que  le  moindre  defaut  dans  une 
piece  soumise  aux  efforts  variables  dont  il  est  ici  question  facilite  beau- 
coup  sa  rupture;  les  chiffres  precedents  se  rapportent  a  des  barreaux 
absolument  sains. 


—  88  —  §  13 

[ue  )a  valeura  adopter  pour  le  coefficient  n  doit 
ies  especes  de  fer  el  d'acier;  elle  depeiid  non 
le  ruplure  ordinaire  T,  mais  encore  de  rensemble 
moleculatres  du  corps  considere,  par  exemple 
de  sa  stabilite  moleculaire  ($  11),  elc. 
:  de  remarquer  que  les  resuUals  obtenus  par 
nt  relatifs  a  des  efforts  d'une  duree  tres  courte, 
est  te  cas  qui  se  presente  pour  les  essieux  des 
^ns;  c'est  aussi,  dans  une  cerlaine  mesure,  ce 
certain  nombre  de  pieces  des  machines  a  vapeur 
ms,  bielles,  etc;  mais  il  est  vraisemblable  que, 
exacts,  il  faut  tenir  compte  du  temps  pendant 
ges  ainsi  que  de  la  rapidite  avec  laquelle  elles 
ponts  de  chemins  de  fer,  les  donnees  du  probleme 
de  suite,  notablement  differentes  de  celles  des 
el,  d'une  maniere  generale,on  peut  dire  que  les 
s  sont  loin  d'elre  applicables  en  toutes  circon- 
1  coup  sHr  dans  Tetude  d'un  projet,  il  faudra, 
er  sur  les  resultats  qui  ont  ete  constates  sur  des 
pareils  aussi  analogues  que  possible  a  ceux  qu'on 
.ne  fois  faites,  il  faut  se  haler  d'ajouter  que  les 
thler  et  par  sescontinuateursjettentun  jourpr^- 
phenomenes  jusqu'alors  peu  ou  potnt  connus,  et 
mnees  premieres  de  lois  ayant  une  importance 
leorique  et  pratique  de  la  resistance  des  male- 


nce  des  corps  somnts  &.  des  actlons 
dynamlques  graduelles. 

ler  les  conditions  de  resistance  auxquelles  doit 
est  souraise  a  de  simples  efforls  slatiques ;  mais 
pratique,  la  question  se  presente  sous  une  forme 
iujours,  en  effet,  une  conslruclion  ou  un  ensemblo 

a  diisra  sajsta,  oa  poum  consalter  le  tr^  int^rewtnt  mjmoin 
I  AnnaUt  det  PQtitt  et  Chauts^et  {i<"  semwtra  1885,  p.  F<7t), 
1886,  p.  725).  dfl  M.  Brieka  (S°  lemettre  1887,p.69S;,  la  Revue 
1«'  umeitrg,  p.  596),  le  G^itie  dvU  (m»i  1831,  p.  305),  let 
gSnieurt  ctoili  (3<  semeslra.1881,  p.  39  el  58i,  la  StabilUidet 
IrBdnile  parHicliel  STJtokossitcli. 
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mecanique  quelconque  sont  appel6a  a  supporter  tant 
fortuite,  tanUH  a  titre  pennanent  des  actions  dynamiqi 
energiques;  c'est  ce  qui  se  presenle  pour  des  edific' 
trepidations  ou  a  de  fortes  rafales  de  vent,  pour  les  p 
rement  ceux  de  chemins  de  fer,  pour  les  organes  d 
peur,  etc,  Tous  ces  cas  presentenl  ce  caraclere  comn 
certaine  quantite  de  force  vive  a  absorber;  or  celle-ci 
ment  ctre  eteinte  que  par  le  travail  interne  resultanl 
deformations;  les  molecules  vont  donc  se  rapprochei 
unes  des  autres  jusqu'a  ce  que  leur  ensemble  ait  prod 
a  la  demi-force  vive  a  detruire.  Nous  voyons  par  conse 
sideration  des  actions  dynamiques  nous  conduit  a  env 
sous  un  jour  nouveau  et  a  poser  la  question  de  It 
maniere  suivante :  determiner  lc  travail  moleculaire 
susceptible  de  produire  sans  que  le  rapprociiement  o 
ses  molecules  depasseleslimites  de  securite  indiqueet 
Pour  fixer  les  idees,  supposons  qu'il  s'agisse  d'une 
constante  s 
forts  de  trac 
courbe  aya 
les  allonge 
metre  cour; 
nees  les  effc 
carre.  Si  L 
la  tige  el  O 
vail  moleci 
un  allongf 
metre  cour; 
le  a  R,  a  pour  val 
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charge  par  millimetre  carre 

(R  X  QJ  X  (L  X  dO  =  L  X  Q  X  R  X  . 

de  sorte  que  eelui  qui  correspond  a  I'aIlongement  de 
pression  (') 

L  X  O  xf   B.Xdl 

ou,  ce  qui  revient  au  meme : 

L  X  Q  X  aire  caryitigne  ABQ^ 

(1)  Afee  1m  DniUs  daat  nom  ttiaons  nsige  (UlDgnmtae  et  in 
LXQxJ  Kxdl  Npibepta  des  lulogrammillimattes;  il  but  dane  1 
iToir  des  tilogrammilrei. 
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Poncelet  a  donn6  a  la  quantile  ci-dessus  le  nom  de  resistance  vive 
elasiique  ou  de  resistance  vive  de  rupture  suivant  qu'on  s'arrele  a  la  li- 
mite  d'elasticite  ou  qu'on  va  jusqu'a  la  rupture,  de  sorte  qu'on  a  : 

Resistance  vive  dlastique  =  LXQx/      B.Xdl=liX^X  aire  AB  b. 

*J  0 

R^istance  vive  de  ruptiire  ^LXQXr^^RXc^/^LXQXaire  AHDd. 

«/0 

Au  lieu  de  nous  servir  des  allongements  et  des  forces  rapportes  aux 
unites  de  longueur  et  de  surface,  nous  pourrions  prendre  pour  abscisses 
et  pour  ordonnees  les  allongements  totaux  el  les  efforls  reels  exerces  ; 
c'est  meme  ce  que  nous  serons  force  de  faire  quand  la  seclion  Q  ne 
sera  pas  constante  comme  nous  Tavons  suppose  tout  a  Theure,  et  c'est 
la  surface  meme  de  la  courbe  qui  nous  fera  connaitre  la  resistance 
cherchee. 

La  consideration  des  resistances  vives  nous  donne  la  valeur  du  travail 
moleculaire  qui  nous  interesse  dans  le  cas  de  la  traction  et  par  suite 
dans  celui  de  la  compressioh.  Nous  verrons  plus  tard  que  des  expres- 
sions  analogues  sont  apphcables  a  la  flexion  et  a  la  torsion,  de  sorte  que 
Taptitude  a  resister  a  une  action  dynamique  peut  etre  regardee  comme 
indiquee  par  la  valeur  de  l'aire  comprise  entre  la  courbe  AHD,  Taxe  des 
X  et  Tordonnee  qui  correspond  a  rallongemenl  maximum  considero 
comme  admissible.  Ce  qu'il  faut  connaitre  pour 
pouvoir  se  prononcer  a  cet  egard,  ce  n'est  donc 
pas  seulement  le  point  extreme  de  rupture  D, 
mais  la  courbe  tout  entiere;  celle  qui  est  figuree 
par  exemple  par  le  trace  n®  2,  bien  que  corres- 
pondant  a  un  effort  final  moins  eleve  que  le 
n**  1,  a  cependant  une  resistance  vive  d'elasti- 
cite  et  de  rupture  plus  grande  et  est  par  suite 
susceptible  d*eteindre  une  force  vive  plus  con- 
siderable.  Un  autre  exemple  remarquable  de  rimportance  de  la  forme 
de  la  courbe  en  question  est  donne  par  la  comparaison  des  deux  eclian- 
tillons  caracterises  par  les  chiffres  suivants  (*) : 
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R^istance  par  m/m  carr^  a  la  limite 

d'elasticitd 

Resistance  par  m/m  carre  k  la  rupture. 
Allongement  correspondant  a  la  rnptuie. 


Fer  au  bois,  tr^  doux. 
Gourbe  H. 


Fer  tr^  phosphoreux. 
Courbe  H\ 


10^7 
87,2 
21 ,6  V, 


30^,0 
40,0 
22  ;0  Vo 


(1)  Le%  mStaux  d  VExposiUon  de  1878  par  Lebasleur,  page  77. 
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Supposons  que  deux  barreaux  faits  avec  ces  fers  presentent  Fun  et 
Tautre  une  paille,  par  suite  de  laquelle  leur  resistance  totale  a  la  rup- 
ture  ne  soit  plus  egale  qu'a  Sd;  on  peut  admettre  que,  malgre  cela,  les 
courbes  H  et  H*  resteront  sensiblementlesmemes,  de  sorte  que,  sinous 
menons  rhorizontale  S  S',  nous  voyons  que  les  resistances  vives  de  rup- 

ture  sont  alors  mesurees  par  les 
aires  AH  A,  AlVh\  et  par  suite  la  barre 
phosphoreuse,  qui  avait  primitive- 
ment  un  avantage  notable,  presente 
maintenant  par  rapport  a  Tautre  une 
inferiorite  extremeraent  marquee.  On 
voit,  par  ces  exemples,  Tinteret  reel 
qu'il  y  a  a  se  servir  d^appareils 
d*essais  qui  soient  disposes  de  ma- 
niere  a  donner  un  trace  des  courbes  en  question,  dont  la  connaissance 
ne  doit  pas  cependant  dispenser  d'epreuves  de  choc. 

Les  considerations  precedentes  mettent  en  evidence  Teffet  desastreux 
que  produit,  au  point  de  vue  de  la  resistance  aux  actions  dynamiques, 
un  retrecissement  notable  de  section  tel  que  KK'  pratique  sur  une  petite 
portion  de  la  longueur  d'une  tige :  AHD  etant  par  exemple  la  courbe 
relative  au  n*»  1,  nous  admettrons  que  celle  qui  se  rapporte  au  n°  2  est 
la  meme  (ce  qui  ne  s'eloigne  pas  notablement  de  la  verite);  seulement 
elle  s'arretera  au  point  H  tel  que  Fordonnee  Uh  soit  egale  a  la  charge 


->v. 


N*^1   K^^ii  N^3.      N°4    N"5 


K  k' 


Alloncrenient.a  totaux 
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de  rupture  qui  correspond  a  la  section  reduite  (*).  La  resistance  vive  de 
rupture  sera  donc  diminuee,  puisqu*elle  est  alors  mesuree  par  Taire 
AHA,  et,  pour  Taugmenter  sans  rien  changer  a  Teffort  final  Sd,  ilsuffira 
de  raboter  la  tige  de  facon  a  lui  donner  partout  mfeme  section  comme 


(1)  Nous  supposons  que  la  cbarge  de  rapture  par  millimMre  carr6  mesurde  sur  la  section  la 
plus  rMuite  est  la  mdme  dans  un  barreau  entaill^  (no  2)  et  dans  un  barreau  cylindrique  (no  1  et 
no  3).  £n  rtelit^  il  n'en  est  pas  tout  k  ftiit  ainsi,  comme  nous  le  Yerrons  pius  loin ;  mais  notre 
conclusion  n'en  subsiste  pas  moins. 
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;  on  aura  alors  une  resislance  vive  e^ale 
;u'ii  y  a  benefice  a  donner  a  la  barre  n"  4 
■e,  resisle  a  peu  pres  aussi  bien  aux  eff' 
3  une  force  vive  pius  grande. 
anl  a  noter  a  propos  du  sujet  qui  nous 
lei  on  a  fait  depasser  sa  limite  d'elasticit 
"esister,  sans  se  rompre,  a  une  action  dy 

et  A'B'D  les  courbes  correspondant  a  Teta 
ui  pesulte  d'un  allongement  prealable  A 
n  A'B'  peul  Otre  consjderee  comme  elanl 

paraliele  a  AB;  la  resistance  vive  d'ela! 
•esentee  pap  i'aire  A'B'&'  et  par  suite  elle 
mche,  et  quelles  que  puissent  etre  d'ai 
'eclion  du  contour  B'A',  Texistence  d'ui] 


¥if.  U 

poup  effel  inevitable  de  reduire  la  force 
u  lieu  de  ABDc^.  La  deformation  artifici< 
c  de  suppoptep,  sans  cliangement  permi 
us  elevees,  ce  qui  est  a  coup  slir  un  a 
ent  beaucoup  plus  grand  de  le  rendre  m( 
icidentel  Ires  energique;  c'est  pourquoi 
sr  comme-desavantageuse.  En  particulier, 
aux  construclions  pour  s'assurer  de  leui 
de  francMr  le  point  oii  ies  changement^ 
encent  a  acquerir  des  valeurs  appreciable 
y  a  lieu,  pour  rendre  a  la  construction  sa 
les  pieces  qui  ont  contracte  des  changen: 
cela  on  serait  expose  a  voir  ia  pupture 
chocs  bien  inferieurs  a  ceux  que  la  matit 
re  fois  et  qui  pourraient  par  suile  seml 
observateup  supepficiel.  Si,  au  contraire, 
)roduite  est  assez  faible  poup  ne  reduin 
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aleiiP  de  rallongement  flnal,  il  n'y  a  pas  lieu  de  s'en  preoc- 
serait  dans  Terreur  en  la  regardanl  comme  1'indice  d'une 
ingei^euse  de  la  matiere. 


Idsistance  des  oorps  soumls  d.  des  chocs  locaux. 

iragraphe  qui  precede,  nous  avons  admis  implicitement  que 
)  a  eteindre  est  engendree  dans  des  circonslances  leUes 
i  sentir  simullanement  son  aclion  a  toutes  les  parties  du 
ju'il  y  ait  une  action  locafe  specialement  concentree  sur  un 
line,  II  se  presente  un  certain  nonibre  de  eirconstances  oii 
ese  est  suffisamment  confome  a  la  realite  :  c'est  par  exem- 
'rive  pour  une  barre  que  Ton  cliarge  longitudinalement  ou 
ment  de  poids  allant  en  croissant  d'une  maniere  rapide  mais 
isqu'a  cerlaine  valeur  maxinium)  el  acquerant  ainsi  une 
;e  vive  qui  esl  eteinte,  dans  les  conditions  que  nous 
lees  lout  a  Theure,  par  le  travaii  moleculaire  developpe,  Tel 
t  cas  qui  se  rencontre  dans  Taction  exercee  sur  une  bielle, 
velle,  ou  encore  un  balancier  de  macliine  sous  I'aclion  eon- 
onstamment  variable  du  piston  a  vapeur  dont  la  vilesse  et 
jceleralion  changenl  a  cliaque  instant  de  valeur.  Ce  serait 
I  pres  ce  qui  se  presenterait  pour  un  mur  ou  un  obstacle 
nanl  a  subir  reffortlent  et  graduel  d'une  certaine  masse 
Lpreter  dans  son  mouvement.  Dans  ces  diverses  circonstances 
vive  de  Tobstacle  esL  mise  en  jeu,  mais  elle  Test  sans 
ment  dit;  pour  la  solution  du  probleme,  une  seulecliose 
e  a  connaitre  :  c'est  la  valeur  de  la  demi-force  vive  a  oteindre, 
rte  alors  la  facon  donl  les  facteurs  m  et  u  entrent  dans  la 

1 
osee  constante,  du  tenne  .,  wi,  v  . 

2 

t  evidemment  de  beaucoup  que  les  clioses  se  passent  lou- 
maniere  aussi  simple  :  generalement,  quand  il  y  a  une  cer- 
ive  a  eteindpe,  cela  provienl  de  ce  qu'une  masse  animee 
le  vitesse  vienl  agir  subitcment  sur  une  portion  limitee  du 
ere,  en  produisant  ainsi  des  phenomenes  plus  ou  moins 
ceux  qui  resultent  de  la  renconlre  d'une  plaque  de  cuirasse 
ctile.  II  y  a  choc  sur  une  region  pai-fois  tres  peu  etendue, 
ts  ebranlemenls  molecuiaires  locaux  qui  en  resultent  ne  se 
.  poinl  avec  une  vitesse  infinie,  il  se  produit  forcemenl  une 
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accentuee  et  parfois  leUeinenl  forte  que 
^ion  touciiee,  tandis  quelesautrea  par- 
1  pres,  dans  leur  etat  primitif,  Pour  une 

5  ti  sera  faible,  nioins  l'action  locale 

forte  et  plus  on  s'approchera  par  con- 
imique  unifonne  et  graduelle  dont  l'ef- 
•eeedent. 

1  phenomenes  de  ce  genre  a  donne  lieu 
te  analyse;  ce  qui  complique  nolable- 
isse  clioquante  reste  unie  a  la  masse 
:'emiers  instanls  de  la  rencontre  el  les 
rement  plus  complexes  (').  Nous  nous 
t  simplement  remarquer  que,  dans  le 
!  realiser,  c'est  que,  dans  la  partiecho- 
iiat,  des  deplacements  moleculaires  un 
sans  amener  une  desagregalion  en  ces 
nlement  produit  le  lemps  de  se  propa- 
travail  moleculaire  pourra  aloi-s  entrer 
e  de  lamassemobile.  Laparliechoquee 
i  iei,  une  faible  etendue,  on  se  Irouve 
1  bari-eau  tris  court  a  qui  l'on  demande 
un  ehoc  assez  intense  ;  Vallongement 
is  bientflt  n'a,  dans  ce  cas,  plus  rien  a 
repose  sup  Vallongement  de  striction 
3tle  conclusion  capitale,  c'estque,  pour 
tmeni  dits, 

Ire  tel  que  ^^^-"'  : 

I  par  raire  ij/  j 


iasductile,  ^'^-  '^ 

icun  danger  uno  diiformalion  nolable 
■e  un  peu  longue  sur  laquelle  on  agira 
a  pas  moins  aigre  ct  cassant  des  que  le 
lie  de  produire  sera  concentre  sur  un 

de  Is  qasslioQ  daiis  la  prdface  da  1a  RisUtance  dti 
CCXIV.  —  Voir  «gatemenl  la  Tk^rie  de  matticUi 
inaul,  page  480.s  el  suiTantas. 
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3S  restreint  ('),  D'une  maniere  generale  on  peut  dire  que  les 
y^ant  que  peu  ou  point  de  slriclion  sont  cassanls  sous  Tin- 
un  choc  local,  toul  en  pouvant  cependanl  etre  excellents  pour 
iine  force  vive  considerable  a  condition  que  celle-ci  consisle 
ztion  dynamique  graduelle  qui  fasse  travailler  d'une  maniere  a 
egale  toutes  les  particules  du  corps  :  tel  est  en  effel  le  cas  qui 
ite  pour  les  ressorts  en  acier  trempe  {%  13),  II  y  a  ia  pour  l'in- 
m  champ  d'etudes  et  d'observations  extrfemement  vaste  sur 
oous  a  paru  ulile  d'appeler  raltention.  En  raison  de  la  com- 
1  sujet,  il  est  necessaire,  pour  etre  completement  renseigno 
raprietes  de  lol  ou  tel  metal,  d'entreprendre  des  experiences 
le  choc  et  encore  convient-il  de  remarquer  que,  danscegenre 
des  precautions  nombreuses  sont  necessaires  pour  avoir  des 
comparables  entre  eux.  Le  rapporl  de  la  masse  choquee  a  la 
oquante  et  pap  suite  la  hauteur  de  chute  ont  une  importance 
ible;  il  en  est  de  meme  de  la  temperature  qui  dolt  elre  notee 
i;  enfin  il  esl  necessaire  que  les  supports  quiservenl  depoinls 
oient  aussi  rigides  que  pos.sible,  sans  quoi  ils  absorberont  par 
ormations  une  parlie  sensible  de  la  force  vive,  et  il  sera  impos- 
savoir  celle  qul  esl  eleinle  en  realite  par  la  piece  experimentee. 
!ipe  on  peut  dire  qu'on  ne  peut  guere  comparer  entre  elles 
aves  de  cette  nature  que  si  elles  ont  ete  faites  au  moyen  des 
ppareils  et  dans  des  conditions  identiques ;  il  en  est  de  meme 
rte  raison  s'il  s'agit  d'essais  dans  lesquels  le  choc  esl  pradui  t 
noyens  absolument  difTerents,  comnie  la  chute  d'un  poids  ou 
ition  de  substances  explosives  telles  que  le  fulmi-coton  employe 
damson  dans  les  recherches  execulees  par  cet  experimenla- 


-  Effets  produits  par  la  r^pdtltlon  des  actions 
dynamiques. 


ude  qui  presente  une  importance  aussi  grande  que  les  recher- 
Wcehler  est  celle  des  eflfets  produits  par  des  actions  dynamiques 

wr  eiemple  ce  tpii  b  liea  arec  lee  aciars  pboipboraui ;  laor  charge  de  niptara  k  1» 
JleTfe  et  l'BllODgemeTit  proportionnel  eomBpoadml  eil  greiid,  mu»  ili  !i'oDt  qae  pea 
ausai  soat-ili  fragiUi. 

!fiai[MT6r  la  rtsiitaace  aa  cboc  de  divanei  Ules,  U.  Adamaon  le«  placait  sur  uDa 
nie  d'ua  JTideoieDt  circulaira  at  faisait  Htooei  uoe  cbarge  da  fulmi-coloa  placte  k 
a  de  «entimitiea  au-deuos  da  ee  poinl. 
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L'influence  que  cette  repelilion  indefinie 
copps  est  jusqu'ici  peu  connue;  un  petit 
nces  onl  ete  failes  a  ce  sujet,  et  elles  ont 
;ontraires  a  eeux  qui  semblaienl  probables 
erations  suivantes  montrent  en  effet  com- 
plexe,  independamment  des  modifications 
anentes,  que  les  vibrations  incessamment 
juvenl  faire  subir  aux  proprietes  physiques 

)  qui  lie  les  allongements  aux  efforts  cor- 
re  AEDd  donne  la  demi-force  vive  que  le 
ber;  mais  ce  qu'il  importe  essentieUement 


capable  de  le  faire  qu'une  fois  pour  toutes, 
ise,  il  ne  pourra  plus  developper,  comme 
il  moleculaire  represente  par  Taire  M,  el  il 
hoc  donl  la  force  vive  sera  superieure  au 
Lion. 

la  que  la  question  de  la  resistance  aux 
)as  felre  envisagee  de  la  meme  maniere  sui- 
(  pouvoir  simplement  supporter  au  besoin 
ne  se  presentera  peut-etre  jamais,  au  moins 

soit  d'etre  en  mesure  de  recevoir  indefi- 
■laine  de  chocs  provenant  du  mode  meme 
3s  en  mouvement.  Ce  qu'on  doit  rechercher 
e  resislance  vive  de  rupture  considerable, 
semble  preferable  d'avoir,  par  un  moyen 
listance  vive  elastique,  S  par  exemple,  au 
ive  a  liteindre.  Si  cette  condition  n'est  pas 
it  s'etablir  aucunelat  moleculaire  slable  et 
ux  actions  djTiamiques  qui  s'exercent  sur  le 
T  sera  compiie  comme  celle  ifun  organisme 


et,  apres  avoir  eteint  en  un  cerlain  nombre  de  fois  une 
e  plus  ou  moins  considerable  de  force  vive,  11  se  brisera  en  mor- 
On  comprend  donc  que,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  un  metal 
1,  il  est  vrai,  qu'un  faible  allongement  final,  mais  caraclerise  par 
ande  charge  de  rupture  Nn  puisse  donner  d'excellents  resultats ; 
liculier  de  Tacier  fortement  carbure  pourra  6tre  preferable  a  de 
doux  pour  des  liges  de  marteaux-pilons,  des  bielles  de  machines 
Lir  a  grande  vitesse,  etc.  (').  On  pourra  meme  avoir  interet  a  faire 
dans  certains  cas  d'acier  dur  trempe;  c'est  ce  qui  arrive  par 
.0  pour  les  ressorls  qui  constituent,  comme  on  le  sait,  le  type  des 
jroppes  a  emmagasiner,  a  absorber  un  nombre  indefini  de  fois, 
eformalion  permanenle,  une  certaine  quantite  de  travail.  Chose 
luable,  les  corps  de  ce  genre  presentenl  generalement  cette  par- 
te  que  leur  allongement  de  striction  est  Ires  faible  ou  parfois 
presque  nul:  en  meme  lemps  qu'ils  sonl  excellents  pour  suppor- 
actions  dynamiques  graduelles  indefiniment  repetees,  ils  sont 
bsolument  impropres  a  resisler  a  un  choc  local  (g  i4);  c'est  ce 
Bxprime  souvent  en  disant  qu'ils  sont  fragiles  ou  cassants.  Au 
r  abord  ces  deux  parlicularites  peuvent  sembler  incompatibles  Tune 
lulre;  mais,  apres  les  explications  que  nous  avons  donnees,  ilest 
le  comprendre  que  la  contradiction  observee  n'esl  qu'apparente. 


Gharges  qu'U  oonvlent  de  faire  snpporter  anx  corps. 

ictions  djTiamiques  etant  en  general  celJes  dont  les  effels  sont  le 
redouter  dans  une  construction,  il  importe  evidemment  de  con- 
en  entier  aux  materiaux  leuraptilude  a  resisteraux  chocs,  et  par 
i'apres  ce  que  nous  avons  vu,  il  eonvient  de  faire  en  sorte  que 
lite  d'elasticite  ne  soit  jamais  depassee  meme  sous  rinfluence 
)rls  accidentels  qu'ils  peuveiit  avoir  a  supporter.  Si  renonce  de 
ition  a  laquelle  il  s'agil  de  satisfaire  se  presente  sous  une  forrae 
imple,  il  cesse  malheureusement  d'en  etre  de  meme  quand  on 
i  rapplication  pratique,  et  cela  pour  deux  series  principales  de 
que  nous  allons  examiner  successivemenl. 

s  dw  aipjrienees  &iles  par  H.  Halcall  sar  nne  peli(«  maehiiie  hiaant,  woi  cliirge, 
3  pir  minule,  lea  biellea  malrices  ayuit  une  teneur  en  carbone  TariBnf  de  0,30  0/0 
IX)  i  0,85  0/0  ^BCier  Irte  dur)  onl  d'aut«nt  mieux  risistd  qu'elie$  ^laient  plo»  eirbu- 
elTets  anHlognes  ont  H&  constat^i  sur  une  lige  de  marteau  pitan  W  rapeur  (Toir  VBngi- 
aemeslre  181)1,  p.  98,  et  le  Kevue  ttnivertelle  dtt  Minet  de  Liege,  i"  semeilre 
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ir  maximum  et  parfois  la  nature  meine  des 
s  aux  pieces  d'un  edifice  ou  d'un  ensenible 
!nt  connues  que  d'une  maniere  imparfaile. 
as  aUssi  simple  que  possible :  les  boulons  qui 
;hine  a  son  couvercle  ont  a  resister  non  seu- 
I  vapeur,  de  Tair  ou  de  Teau  motrice,  mais 
que  qui  est  due  au  corps  formant  le  joint  et 
•e  assez  elev6  s'il  s'agit  d'une  maliere  exten- 
;  ils  subissent  en  outre,  par  suile  de  rincli- 
icrous,  des  efforts  de  torsion.  Si  le  porlage  de 
iment  parfait,  ils  peuvent  Stre  egalement  sou- 
;eUe-ci,  a  un  moment  plus  ou  moins  conside- 
sl  impossible  de  savoir  d'une  maniere  precise 
euxreffort  lotal  queleur  ensemble  est  appcle 
ie  comprendre  que,  pour  un  organe  moins 
Qplication  peut  etre  encore  plus  grande  sur- 
ui  conduit  alors  a  lenir  compte  des  forces 
ensemble  complexe,  les  reaclions  exercees 
r  les  autres  ainsi  que  par  les  points  d'appul 
a  evaluer  et  eUes  eprouvent,  sous  l'influence 
irature,  des  modificalions  quelquefois  consi- 
onne,  des  forces  mal  definies  ou  imprevues 
exemple  la  pression  du  vent  sur  une  toiture, 
ige,  etc.  Si  de  pareilles  incertitudes  ezistent 
i  ayant  une  intensite  constanle,  il  en  est  de 
slle  demiere  varie  d'une  facon  incessante 
}s  de  Woeliler;  dans  le  cas  enfin  ou  il  y  a  des 
!  chocs  a  supporler,  les  phenomenes  devien- 
is.  Sans  qu'il  soit  necessaire  d'insisler  plus 
lous  voyons  que  Tune  des  bases  essentielles 
ser  nos  calculs,  e'e3l-a-dire  les  forces  en  jeu, 
mvent  que  d'une  maniere  imparfaite. 
ms  besoin  de  savoir  quelle  est  la  charge  par 
ence  a  alterer  !'elaslicite  de  chacune  des  ma- 
ppeles  a  mettre  en  oeuvre.  Une  pareille  deter- 
elicale  et  exige  en  tout  cas  d'assez  longues 
,  operer  sur  de  nombreux  echanlillons,  appre- 
ations  permanentes  commencent  a  etre  sen- 
)portionnaIite  cesse  d'etre   satisfaite  (').  Le 

it  DDiu  iTona  parli  an  pir*{r4pli«3  «s[  mcelleai  pova  Ml[a 
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moment  oii  ce  changement  se  produit  depend  d'ailleurs  des  operalions 
mecaniques  auxquelles  le  corps  a  ete  prealablement  soumis,  du  mode 
de  fabrication,  dela  temperature;  lemartelage,  le  forgeage,  le  laminage, 
le  passage  a  la  flliere  elevent  en  general  la  limite  d'elasticite  et  la 
charge  de  rupture. 

Dans  Tevaluation  de  la  charge  qu'on  peut  adopter  avec  securite  dans 
les  calculs,  il  est  encore  une  autre  consideration  dont  11  importe  de  tenir 
compte,  c*est  que  les  corps  presentent  souvent  des  fentes  legeres,  des 
soufflures,  des  defauts  de  soudure  ou  d'autres  defectuosites  qui  redui- 
sent  plus  ou  moins  la  resistance  suivant  la  place  qu'elles  occupent  et  le 
sens  dans  lequel  elles  sont  dirigees.  Les  pieces  obtenues  par  fusion 
sont  sujettes  a  posseder  des  tensions  interieures  plus  ou  moins  fortes 
quand  le  refroidissement  ne  s*est  pas  fait  d*une  maniere  suffisammenl 
lente  ou  uniforme,  ou  quand  des  operations  mecaniques  ulterieures  ne 
sont  pas  venues  corriger  cet  etat  de  choses;  c'est  pour  ces  motifs  qu'on 
fait  quelquefois  entrer  en  jeu  la  grosseur  des  pieces  dans  les  tableaux 
qui  donnent  leur  resistance,  et,  dans  plus  d'une  circonstance,  il  y  aurait 
egalement  lieu  de  tenir  compte  de  leur  forme. 

Eu  egard  aux  incertitudes  que  presente  le  sujet  qui  nous  occupe,  la 
marche  qui  parait  la  plus  rationnelle  est  la  suivante  :  apres  avoir  cher- 
che  des  exemples  de  constructions  analogues  a  celles  qu'il  a  en  vue  et 
ayant  fait  leurs  preuves  de  solidite,  tout  en  paraissant  legeres,  ring(5- 
nieur  evaluera  le  mieux  possible  les  forces  appliqu^es  a  des  organes 
semblables  a  ceux  qu'il  se  propose  de  calculer,  etildeterminera,  par.les 
theories  de  la  Resistance  des  materiaux,  les  charges  par  millimetre  carre 
qu'ils  supportent.   Les  valeurs  ainsi  obtenues   seront  alors  adoptees 
comme  presentant  toute  securite  pour  Touvrage  projete,  ou  subiront 
quelques  modifications  suivant  les  vues  personnelles  et  Tappreciation  du 
constructeur ;  au  moyen  de  ce  point  de  depart,  celui-ci  pourra  alors,  en 
refaisant  des  calculs  sinon  absolument  semblables  du  moins  analogues 
aux  precedents,  fixer  les  .echantillons  des  materiaux  a  mettre  en  oeuvre, 
S*il  lui  arrive,  au  contraire,  de  mal  choisir  son  point  de  depart,  il  aura 
a  redouter  de  graves  mecomptes  en  depit  des  soi-disant  facteurs  de  $6' 
curite,  qui,  bien  souvent,  ne  sont  guere  autre  chose  que  des  coefflcienis 
cTignorance. 

Les  resultats  auxquels  on  est  en  general  conduit  en  operant  de  cette 
maniere  peuvent  se  resumer  ainsi  qu'il  suil. 

Pour  les  constructions  a  terre  qui  ne  sont  pas  soumises  a  des  chocs  de 
quelque  importance  et  dans  lesquelles  les  forces  en  jeu  ne  varient  pas 
notablement  de  valeur  a  chaque  instant,  on  adopte  souvent  une  charge 
egale  a  la  moitie  environ  de  celle  qui  altere  Telasticite,  et  parfois  moindre. 
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Pour  des  pieces  soumises  a  de  grandes  trepidations  el  a  des  effc 
incessammeDl  variables,  on  descend  souvent  au  quart  ou  au  clnquiE 
de  cette  valeur  au  lieu  de  la  moilie ;  ce  rapport  varie  d'ailleur8  d 
organe  aTautreel  ne  peut  avoir,  apriori,  riendebiendelermine,con 
cela  resulte  de  tout  ce  qui  a  ete  dit  precedemmenl  (§  12  et  suivants' 

Pour  un  assez  grand  nombre  de  materiaux,  la  limite  d'elasticite  d 
pas  connue  ou  elle  ne  Test  que  d'une  maniere  tout  a  fait  imparfaile, 
a  cause  des  difficultes  que  presente  sa  determination,  soit  par  suite 
manque  d'experiences  suffisamment  nombreuses  a  ce  sujet.  Dans  ce 
on  est  force,  faute  de  mieux,  de  se  baser  sur  la  resistance  a  la  ruptun 
qui  esl  beaucoup  plus  facile  a  apprecier,  mais  dont  le  rapport  a  ia  qi 
tite  precedenle  varie  beaucoup  suivant  la  nature  du  corps.  En  gene 
on  admet  alors  que,  pour  les  construetions  a  terre  n'ayant  pas  de  cli 
a  subir  el  soumises  a  des  efforts  d'intensite  a  peu  pres  constante 
charge  peul  varier,  suivant  les  corps,  entre  le  quart  et  le  dixiemf 
celle  qui  correspond  a  la  rupture.  Pour  des  edifices  temporaires, 
multiplie  souvenl  les  cliiffres  precedents  par  1,8. 

Dans  les  tableaux  que  nous  donnerons  par  la  suite,  nous  supposei 
qu'il  s'agit  de  conslructions  permaiientes  n'ayant  jamais  de  chocs 
lents  a  subir  et  soumiseB  a  des  forces  dont  la  valeur  n'eprouve  pas 
changements  incessants  de  quelque  importance. 

§  17.— Llmites  dans  lesqueUes  les  formules  de  la  R^slstai 
des  mat^riaax  sont  appUoables. 

Dans  toutes  les  formules  de  la  Resislance  des  materiaux,  on  sup[ 
les  allongements,  les  raccourcissements  et  les  glissements  proport 
nels  aux  eSorls  qui  leur  donnent  naissance;  elles  ne  sont  donc  at 
cables  que  dans  le  cas  ou  cette  loi  de  proportiounalite  enlre  la  caus 
les  petits  effets  peut  etre  admise,  c'est-a-dire  quand  relaslicite  ii 
alleree  en  aucun  poinl.  A  parLirdece  moment,  les  formules  en  ques 
n'ont  pas  de  rapport  avec  la  realite  des  clioses. 

II  importe  de  remarquer  que,  dans  plus  d'un  cas,  la  limite  en  ques 
est  franchie  avant  qu'on  voie  se  produire  des  deformationa  permanen 
c'est  ce  qui  arrive,  en  effet,  lorsque,  la  faligue  ne  se  reparlissant 

(1)  Ud  Mrtiin  nombre  d'iDgJiiieurs  ont  pensd  qu'il  iUW  toajours  pr^FfrHhle  do  uB  consi 
qnfl  li  force  qui  produil  la  nipture ;  cetl«  muuiire  (l'eniis&ger  les  choses  b  l'iiicon*£Dient  i 
pu  hirg  eonnaltre  les  charges  qui  ddtermiueDt  des  df rormatioDs  permanentes  souvenl  iuadmis 
on  bien  dea  modifleations  de  conteiture,  etqui  peurent  par  suiU  amener  ull^rieurament  It 
truetion  dn  corpi.  Les  ph^nomfenesde  la  rupture  sont  loin  d'Biiieurs,  camme  nous  la  verroD 
tard,  dfl  se  prtonler  seui  nne  torme  simple,  et  les  loia  ■uiquolles  iU  sont  sonmjs  soDt  Tort 
plsi«B  et  nwl  coDnuee. 
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niere  uniforme,  les  parties  les  moins  tendues  ou  les  moins 
ies  forcent,  dans  les  rugions  deja  alterees,  les  molecules  a 
',  malgre  elles,  vers  leurs  posltions  primilives.  La  forme  pre- 
conserve,  sans  changement  appreciable,  sous  Taction  d'efforls 
qui  persistent  meme  apres  la  suppression  des  forces  exle- 
nous  en  verrons  des  exemples  quand  nous  parlerons  de  la  re- 
a  la  ruplure  par  flexion  et  par  torsion  et  nous  indiquerons 
formules  permellant  de  prevoir  d'une  raaniere  plus  ou  moins 
B  ces  phenomenes  si  complexes. 

nous  venons  de  le  dire,  les  formules  de  la  Resistance  des  ma- 
upposent  toujours  que  raugmentalion  ou  la  diminution  rela- 
istance  de  deux  molecules  voisines  est  extrememenl  faible  ;  il 
c,  pour  ce  qui  concerne  le  sujet  qui  nous  occupe,  aucune  con- 
tirer  d'essais  effectues  sur  des  subslances  exlrememenl  defor- 
)mme  le  caoutchouc,  dans  lesquelles  la  variation  des  distances 
res  peut  alteindre  un  chiffre  tres  eleve;  il  en  est  evidemmenL 
pour  les  corps  qui  se  presentenl  a  un  etat  plus  ou  moins  mou 
eux  el  qui  sont,  cn  realite,  des  matieres  mixles  provenant  de 
ilutflt  coagules  que  solidifies. 

!  cas  particulier  ou  l'une  des  Irois  dimensions  d'un  solide,  ou 
:  d'entre  elles  sont  tres  petites  par  rapport  a  la  troisieme,  il 
'aitement  arriver  que  la  deformalion  totale  eprouvee  par  lc 
is  un  certain  sens  ait  une  valeur  considerable  sans  que  cepen- 
itance  dedeuxmolecules  voisines  ait  eprouve  autrechosequ'un 
?nl  relatif  tres  faible.  Tel  est  par  exemple  le  cas  d'une  lige 
d'un  tres  faible  diametre,  d'une  plaque  mince,  d'un  ressort  dc 
tc. :  dans  ces  diverses  circonslances  deux  sections  inflniment 
leuvent  ne  varier  qu'infiniment  peu  de  position  1'une  par  rap- 
ilre,  toul  en  donnanl  lieu  a  une  flexion  totale  tres  considerablc. 
iles  de  laKesistance  desmateriauxsontencoreappHcables  dans 
I  cas;  mais  il  ne  faul  pas  perdre  de  ^'ub  que  cela  tient  unique- 
;eLte  circonslance  toule  speciale  qu'une  dcs  dimensions  au 
corps  considere  esl  infinimcnt  grande  ou,  pour  parler  plus 
iil,  eslremement  grande  par  rapport  aux  aulres  ('). 

I  eis  pvticalisr  d^ane  liHM  nuDCS  (Imim  de  rauort)  louiiiise  i  un  momtnt  fl^iuuil  H 
_  E.I  _  E.a.ft' 

pu9«aur  b  est  Ma  {lible,  p  1'stt  igBlsmaDt  el  les  daux  eilrdmitis  de  ■&  lune  ipna- 
rrapport  t  l'iatre  daa  ddplecemanls  eousidjrtblee,  blen  qna  l'&BatIcitJ  na  soitaltJi4e 
Qt  du  corps.  DsM  ces  eaa  excaplionneU  les  (brmates  de  It  Ri&tistimce  dee  mttMuix 
rs  appUcnlileB  puisque  tes  dAplacsmeals  relatib  de  deui  molfcotae  sonl  toujourt 
produit  le  mtait  ph^nomioe  qua  dans  le  eas  d'iine  ponlre  sjant  des  din) 
ordinaires  et  udc  longucur  infiaimenl  gi^Bude. 
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dnes  gdiidranx  de  la  tractlon. 

enlreprendre  l'6tude  des  divers  genres  de  de- 
subir  aux  corps  solides,  en  supposant  qu'il 
'orls  slatiques.  Apres  avoir  traite  a  part  le 
ilui  des  solides  courbes,  nous  aborderons  les 
ions  dynaniiques ;  mais,  eu  egard  a  la  com- 
3  nous  bornerons  a  donner  a  leur  sujet  quel- 
8.  Nous  supposerons  les  corps  homog&ne», 
i  mSme  fa^on  en  cbacun  de  leurs  points ;  il 
ire  dont  ils  sont  formea  offre  des  r6sislances 
)n  des  efforts;  tel  est,  parexemple,  le  cas  des 
mt  nous admettrons  qu'ils  sont  non  seulement 
ilctsticUi  constante,  ce  qui  veut  dire  que  leur 
tous  sens,  et  qu'il  y  a,  par  suite,  identite  de 
que  soient  le  point  et  rorientation  que  Ton 
genre  sont  dits  taotropes;  dans  la  nature  on 
petit  nombre  qui  satisfassent  reellement  a 
etre  par  exemple  le  verre.  Les  metaux  fon- 
it  lamines  ne  sont  pas,  a  coup  silr,  rigoureu- 
en  effel,  qu'ils  ne  presentent  pas  la  meme 
is.  L'ecart  est  surtout  sensible  pour  les  bois 
ne  facon,  etre  ranges  dans  la  categorie  en 
.ules  deduites  de  la  supposition  de  risotropie 
le  maniere  suffisamment  exacte  aux  divers 
js  constructions  (sauf  les  bois  toutefois),  et 
ite  que  cette  hypothese  d'egale  contexturo 
ptee  dans  nos  recherches. 
:eneral  de  flbre  a  un  ensemble  de  molecules 
9  parallele  a  Vaxe  de  la  piece,  sans  que  cette 


ilion  comporle  (sauf  cependant  pour  les  bois)  l'idee  d'une  liai- 

ale  entre  elles, 

ins-nous  cl'abord  de  la  traclion.  Soit  ABGD  une  piece  droile  bo- 
jnogene  de  section  constante  solideinent  fix^e 

'^/'  ''",%  " ^  a  Tune  de  ses  extremites  et  sur  laquelle  on 
exerce  un  efforl  de  traction  T,  dirige  dans  le 
sena  de  sa  longueur  et  passent  par  son  centre 
de  graMle,  si  cette  condition  n'elait  pas  rem- 
plie,  d  y  aurait,  comme  nous  le  verrons  plus 
tard,  flexion  en  meme  temps  que  traction  ('). 
Nous  supposons  que  reflfort  T  d'abord  nul 
va  en  croissant  lentement  et  progressivement, 
et  que  chaque  nouvelle  surcharge  esl  appli- 
quee  avec  assez  dedouceurpourquerequilibre 
s'elablisse  lentement  et  sans  mouvements 
vibratoires.  Dans  ces  conditions  Taugmenta- 
tion  graduelle  de  la  charge  donne  lieu  a  Irois 


Fig.  n 
uccessifs  de  phenomenes, 


^re  periode.  —  II  ne  se  produit  pas  de  deformations  perma- 
u  du  moins,  comme  nous  1'avons  dil,  elles  sont  tellement  faibles 
mstructeur  n'a  pas  a  s'en  preoccuper  pour  les  maleriaux  qu'il 
Buvre.  Si  L  est  la  longueur  de  la  tige,  Q  sa  section  (supposee 
:e)  et  /  son  allongement  total,  rexperience  montre  alors : 
i  rallongement  par  unite  de  longueur  -  est  constant  d'un  bout  a 


!  cet  allongemcnl  par  raillimetre  courant—  est  proportionnel a la 


l'M*b]iu«msDl  tbterique  das  tormalM  da  li  tnction,  11  «it  DfcsHtire,  dani  It  IbAoria 
gue  de  rtluticitd,  de  lappOMr  non  MulenMnt  qae  li  rA>att«nle  T  dea  elTarts  de  trtctlon 
I.  i>  bue  CD  puw  per  le  eeotr«  de  grtvitj  de  CD,  niais  encors  que  les  eftorts  en  que«- 
Sptrlit  uniformdment  datu  toute  fitendHt  d»  ettte  bate.  Cam<na  le  montre  l*eipi- 
deax  modei  d'*pplie»lioD  des  roreet  de  IrMtion  donnent  pretiquemeot  les  mimt»  r&nl- 
ins  det  rdgioDS  eitrioienwiil  limitta  qai  sonl  trto  procbei  dea  poinla  oh  lea  efoiti 
nenl  appliqafa ;  si  doDC  les  cboMS  sont  dispoitei  de  fscon  que  les  rjgions  en  qaeslion 
u  eiposto  k  une  d^rginisation  locsle  (et  c'est  ee  que  nous  luppoierons  taujours  §  3), 
ir  nons,  ftueuns  dislinction  k  hxm  entre  les  deui  modes  d'ipplicition  ci-deutis,  teon- 
iroii  qna  U  longneur  de  le  lige  cDnsidirAe  soit  sansimment  grsade  psr  npport  k  sai 


is  sonl  ippUciblei  &  ee  qui   caacerae  li  compressioa,   li  DeiioD   et  Is 
oir  li  rJUorie  eU  PilatticiU  det  eorpt  tolidei  pir  Clebicb  et  de  Ssinl-Vensnt, 

114,  821). 
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T 
traction  —  qui  s'efxerce  par  unite  de  section,  de  sorte  que  dans  ces 

conditions  on  a 

T 

Q  „ 

— -  =  constante  =  E 


E  est  ce  qu'on  appelle  le  coefflcient  (TelasHcitd  de  traction  ou  simple- 
ment  le  coefflcient  d*elasticite. 

Deuxiime  periode.  —  Les  deformations  permanentes  commencent  a 
devenir  facilement  appreciables  et  Ton  dit  que  la  limite  d*elasticite  est 
depassee;  les  allongements  croissent  alors  plus  vite  que  les  charges  et 
ils  n'acquierent  leurs  valeurs  definilives  qu'au  bout  d'un  temps  plus  ou 
moins  long,  un  petit  nombre  de  minutes  seulement  avec  les  materiaux 
habituellement  employes  dans  les  constructions,  mais  parfois  plusieurs 
heures  et  quelquefois  m6me  davantage  suivant  la  nature  du  corps  et  la 
grandeur  de  la  traction ;  mais,  tant  que  celle-ci  n*est  pas  trop  elevee, 
Tequilibre  finit  par  s'etablir. 

Troisieme  periode,  —  A  partir  d*un  moment  extremement  variable 
suivant  la  nature  des  materiaux,  la  tige  experimentee  eprouve  dans  une 
region  peu  6tendue  un  allongement  notablement  plus  grand  que  dans 
les  autres,  accompagne  d'une  diminution  sensible  de  section  connue 
sous  le  nom  de  striction ;  la  matiere  s'etire  et  se  desagrege  sur  une 
certaine  longueur,  en  donnant  lieu  a  une  sorte  d'ecoulement  d*un  corps 
solide.  On  constate,  en  outre,  qu*une  fois  cette  desagregation  commen- 
cee,  elle  continue  a  se  produire  (quoique  avec  une  lenteur  parfois  tres 
grande)  sans  addition  de  nouvelles  charges  et  meme  sous  Taction 
d'un  effort  mpindre  que  celui  qui  est  necessaire  pour  determiner  le  com- 
mencement  du  phenomene;  il  en  resulte  qu*au  bout  d*un  temps  plus  ou 
moins  long,  le  barreau  se  brise  sous  Taction  d'un  effort  inferieur,  et 
quelquefois  de  beaucoup,  a  celui  qu'il  paraissait  capable  de  supporter 
aux  premiers  instants  (*),  C*est  surtout  avec  les  metaux  mous  et  ductiles 
tels  que  Tetain,  le  plomb,  le  zinc,  le  cuivre,  le  fer  extremement  doux 
que  cet  effet  est  sensible  et  par  suite  que  les  essais  de  traction  doivent 
se  faire  avec  lenteur;  il  Test  beaucoup  moins  dans  les  malieres  qui  ne 

(1)  Ponr  obMnrer  facilement  ce  fait,  II  faat  prodaire  la  traction  qon  pas  aa  mojen  de  poids 
doimant  an  effort  constant,  mais  k  Paide  d'un  dispositif  tel  que  le  moindre  allongement  du  bar- 
reaa  donne  liea  k  ane  rMuction  consid^rable  de  cfaarge ;  tel  est,  par  exemple,  celui  de  Tappareil, 
si  employ^  maintenant,  de  M.  Thomasset  oil  l'effort  de  traction  est  produit  par  une  colonne  de 
DMrcure. 
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jouissent  pas  de  la  faculte  de  se  laisser  aussi  facilement  deformer  a  froid 
comme  le  fer  ordinaire,  l*acier  (quand  il  n*est  pas  extremement  doux),  le 
bronze;  enfin  il  est  peu  ou  point  accuse  dans  certaines  especes  de  fer, 
Tacier  dur  ou  trempe,  les  bois;  on  constate  eflfectivement  que  ces  der- 
niers  corps  se  rompent  sans  presenter  de  retrecissement  appreciable, 
et  qu'ils  peuvent  supporter  indeflniment  (en  Tabsence  de  toute  vibra- 
tion)  une  charge  en  general  peu  inferieure  a  reffort  maximum  neces- 
saire  pour  amener  la  rupture;  celle-ci  se  produit  alors  d'une  maniere 
brusque  et  subite.  Voici,  a  titre  de  renseignement,  quelques-uns  des 
resultats  obtenus,  a  cet  egard,  par  Adamson  (*) : 


Gharge  maximum 

Gharge  par  m/m  carr^ 

par  m/m  carr^ ' 

au 

supportto  par  le  barreau 

moment  de  la  mpture 

30^0 

20*,0 

89,5 

85,0 

41,5 

85,5 

58,5 

42,5 

84,0 

84,0 

Fer  tr^  doux. 
Fer  pour  rivets. 
Acier  tr^s  doux. 
Acier  doux.  .  . 
Acier  extra-dur 


Dans  le  tableau  precedent,  la  charge  finale  par  millimetre  carre  a  eto 
calculee  en  fonctioji  de  la  section  primiiive  du  barreau;  on  aura  soin  de 
ne  pas  perdre  de  vue  que,  en  realite,  au  moment  de  la  rupture,  les 
dimensions  transversales  de  la  tige  experimentee  ont  diminue  par  suite 
du  phenomene  de  la  striction.  Si  Ton  calcule  a  chaque  instant  refifort 
par  millimetre  carre  qui  correspond  a  la  section  la  pltis  contractee,  on 
constate  qu*il  va  en  augmentant  et  parfois  d*une  maniere  tres  notable; 
il  s*opere  dans  toute  cette  region  im  phenomene  analogue  a  celui  de 
recrouissage,  en  vertu  duquel  le  metal  devient  plus  resistant;  mais, 
comme  il  se  trouve  que  la  section  diminue  plus  vite  que  la  charge  par 
miUimetre  carre  n'augmente,  leur  produit,  qui  est  Teffort  total  observe, 
va  en  decroissant  (*). 

Un  fait  important  a  noter,  c'estque,  pendantTespece  d'ecoulement  de 
la  matiere  qui  donne  lieu  ala  striction,  les  sections  transversales  primiti- 
vement  planes  cessent  de  Tetre.  Les  diverses  fibres  longitudinales  de  la 
tige  experimentee  supportent  alors  des  charges  qui  varient  de  Tune  a 
Tautre  et  leur  rupture  ne  se  produit  pas  du  meme  coup  (');  la  charge 

(1)  TheEngmeer,  deuxi^e  semestre  1878,  pago201.  Engineering,  deuxi^me  semestre  1878,  pagos 
383  et  iCi.  —  On  pourra  ^alement  consuller  k  ce  sujetla  tD^formation  descorps  solidet » par 
le  capitaine  Duguet,  l^r  volume,  page  24. 

(2)  Voir  les  Annales  des  Ponts  et  ChaussSes,  premier  semestre  1885,  pages  586  et  suiyantes. 

(3)  Voir  les  Mimoires  de  la  Societd  des  IngMeurs  civilSt  premier  scmestro  1880,  page  682 
(m^moire  de  M.  Barba). 
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correspondante  par  millimetre  carr6  mesuree  sur  la  section  totale  de 
rupture  ne  constitue  donc  en  definitive  qu*une  moyenne  d'une  nature 
assez  complexe. 

Les  divers  phenomenes  relatifs  a  la  traction  ont  donne  lieu  a  des 
recherches  tres  etendues  de  la  part  du  professeur  Thurston;  ils  avaient 
ete  signales  depuis  longtemps  pour  le  fil  de  fer  recuit  (fabrique,  comme 
on  le  sait,  avec  du  fer  tres  doux).  Sous  Taction  d'un  effort  trois  ou  quatre 
fois  moindre  que  celui  qui  amene  sa  rupture  instantanee,  il  eprouve  un 
allongement  qui,  au  moins  pour  certains  echantiUons,  augmente  pen- 
dant  plusieurs  annees  sans  que  requilibre  s*etablisse;  une  charge 
egale  aux  trois  quarts  de  cet  effort  peut,  au  bout  d*un  grand  nombre  de 
mois,  provoquer  la  rupture  par  suite  d*une  desagregation  lente  (*) ;  mais 
des  phenomenes  aussi  accentues  ne  doivent  etre  consideres  que  comme 
des  exceptions  qu*on  ne  rencontre  point  dans  les  metaux  habituellement 
employes  dans  les  constructions  et  pris  sous  leur  forme  ordinaire,  aux 
temperatures  habituelles.  Us  ne  doivent  pas  cependant  etre  perdus  de 
vue  toutes  les  fois  qu'on  opere  sur  des  metaux  tres  ductiles;  avec  ces 
derniers  reflfort  necessaire  pourdeterminerlarupturevariesensiblement 
avec  la  rapidite  plus  ou  moins  grande  avec  laquelle  est  opere  Tessai  de 
Iraction.  Cest  en  particulier  ce  qui  resulte  du  tableau  suivant  ("). 


CaiTTB  k  la  iemperatnre  de  15® 

—  —  2(W 

—  -  800» 

—  —  400* 


CHAROB  PAEM/m  CARRlfi  QUI  PRODUIT 
LA  RUPTURS  DAN8  UN  BB8AI  DOKT  LA  DUR&E 

R8T  DB 


27*,8 

27*,  1 

26*8 

25*8 

25M 

20,7 

20,2 

19,7 

19,1 

17,7 

17  ,7 

> 

> 

15,0 

13,0 

14,0 

18,0 

11  ,6 

9,7 

7,5 

28*8 

15,0 

9,5 

3,0 


g.  19.  —  Formules  relatives  &  la  traotlon. 


Appelons  T  la  force  de  traction  appliquee  a  une  tige  de  section  con- 
stante  Q  et  de  longueur  L,  et  /  raUbngement  total  qui  en  resulte.  Soit 

(i)  Cest  k  caoae  de  ces  propri^t^  que  le  fil  de  fer  recait  est  d'an  maaTals  emploi  dans  les 
constmctions. 

(2)  Compie$'Rendui  de  1'AeadStnie  des  SeieneeSf  premier  semestre  1890,  page  708  (Note  de 
M .  Le  Ghatelier,  Ingdnieur  des  Constractions  naTales). 


exerce  par  millimelre  carre  et  X  =  r  rallongement  par 
rant.  D'apres  ce  que  nous  avons  vu,  oii  a,  taiit  que  la  liniile 


L 

permeltent  de  resoudre  les  divers  problemcs  qu'on  peut 
jet  de  la  Iractioni  Si  par  exemple  on  veut  savoir  de  com- 

une  tige  de  fer  ayanl  27  melres  de  long  et  4  cenlimetres 
ms  raclion  d'une  force  de  8250  kg.,  on  a 
T  =  8250  Q  =  1267  L  =  27000 

nous  verrons  plus  loin  que  pour  le  fer  E  =  19000;  par 


19000  X  1257  - 


§  20.  —  Tiges  de  seotlon  varlable. 

1  est  variable  au  lieu  d'avoir  parloul  la  meme  valeur,  on 
al  considerer  la  barre  comme  formee  par  une  succession 

une  section  soit  rigoureusement,  soit  sensiblement  con- 
c  on  admet  que  chacune  d'elles  se  comporle  exactement 

etait  seule,  (cequia  lieu  au  moinsd'une  maniere  approxi- 
existe  pas  de  nombreux  el  brusques  changements  de 
>rmules  precedentes  sont  appticables  a  condition  toulefois 
)n  prolongee  de  la  force  passe  par  les  cenlres  do  gravite 
iections  transversales,  sans  quoi  il  y  aurail  flexion  en  cer- 


Taotlon  transversale  et  dlmlnutlon  de  densltd 
rdsultant  du  fait  de  la  tractlon. 

jmenl  opere  sur  un  solide  donl  les  faces  laterales  sont 
brcemenl  lieu  a  une  contraction  transversale.  Considerons 
(le  nous  I'avons  deja  fait,  un  groupe  de  qualre  molecules: 


—  45  —  §21 

sontcontraintes  de  s'ecarter  Tune  de  Tautre, 
mps  de  G  el  de  D,  et  par  suile  rBquilibre  ne 
dernieres,  sup-  • 

lana  le  sens  des       f  F 

considerable  a 
lela  contraction 
irallongemenlX 
lans  la  theorie  matliematique  de  relasticile, 

i 
a  prouver  que  ^  =  7  pour  les  solides  isotro- 

'admetlrequeraction  qui  s'exerce  entredeux 
nt  la  droite  qui  joint  leurs  centres  et  qu'elle 
e  leur  distance  {$  4).  L'exactitude  de  cette 
tres  vraisemblable,  mais  elle  est  loin  eepen- 
18  les  geomelres  (*) ;  les  materiaux  auxquets 
bnt  d'ailleurs  que  d'une  maniere  parfois  tres 
'isotropie,  aussi  il  imporle  d'avoir  recours  a 
nelle  valeur,  au  moins  approximative,  il  con- 
jfflcient  numerique  11.  En  se  basant  sur  des 
de  Duleau,  Clapeyron  avait  reconnu  depuis 

,  on  a  a  peu  pres  'n  =  r  (*)■  Des  experiences 
lises  faites  par  M.  Cornu  sur  des  prismes  en 
lance  bien  homogene  et  pouvanl  etre  regaMee 
lit  a  celte  m^me  valeur  de  0,25  (•);  c'est  ega- 
te,  pour  le  meme  corps,  dans  ies  interessantes 
itreprises par  M.  Mercadierqui,  en  revanche, 
faites  avec  des  aciers  de  diverses  nalures 

DMant  InaaTflnBlss  de  la  bsmi  stBat  et  aprfa  traction,  li 
^1]  xy.,X  dtant  l^allongflmeiil  par  miltimitre  eonrBiiI  de 

ilfl,  bien  eDlendu,  qne  daii»  Im  limites  ob  l'£lufiGitJ  n'e9liiu 
UiUralet  du  lolide  conti(UrS  sont  mfterenunf  iiliret, 
set  &  avcun*  foret. 

\e  Vilastieiti  de  ClebKb,   Iradnite  et  umot^e  per  de  Saint- 
r  ee  »ujet  dilieal,  piges  XV,  39,  63  at  suiTuilei.   Voir  dgtle- 
Umi»  det  ScienCM,  deniiioie  semestre  1861,  fagt  1107. 
'Aead^mie  det  ScieTtcei,   pnmier  lemostre  1858,  page  211 
CDefBGJenti  X  et  ti  ds  Lsm^   sst  donnAe  par  la  relalioa 

)  sorta  qne  la  Taleaf  i\~2  correapond  1 1  =  |i. 

?Aead^tedesSeienees,  deniiime  gemulre  1869,  ptgo  Z33. 
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fin,  dans  ces  demiers  temps,  ia  queslion  a  ete  eludiee 
us  complele  par  M.  Amagat{')  qui,  en  se  maintenant 
JQS  du  point  oii  commencent  les  deformations  penua- 
les  resuitals  suivanls : 

VALBC&    DU 


0,2451 

0,2499 

0.2686 

0,8270 

0,3276 

, 0,3399 

, 0,4282 

de  toutes  ces  experiences,  on  peut  conclure  que,  pour 
aployes  dana  les  construetions,  la  valeur  n  =  0,25  ou 
u  superieur  (0,30  par  exemple)  peul  etre  pratiqueraent 
,ous  les  calculs  theonques  qui  suivront,  nous  pren- 

qui  precede  que  un  volume  1  du  corps  considere  de- 
ence  de  l'allongemenl  X  par  millimetre  courant, 

(l+X)(l-nl)' 
mleurs  tris  faibles  de  X,  peut  s'ecrire 

l-i-(l-2n)X 

1 

ans  ces  conditions,  pour  ^  =  7'  une  augmeniatton  % 


nsU6  diminve  dans  le  rapport  de  1  a  1  +  5.  Pour  que 

ante  (en  supposant  loujoui-s  X  exlremement  petil),  il 

1 
-  a  Tel  est  ie  cas  de  liquides  supposes  incompressibles; 

«blement  celui  du  caoutchouc  ('),  Cest  la  une  valeur 

-Aendut  dt  FAcadSmie  des  Scitncet,  deaiitmeMmastre  1881,  page  lOS 
tS8,  pagos  97  ei  82. 

ie  Phyiiqw  thioriqug  et  appliquit,  tomfl  VI1[,  paga  363. 
'aniat  l'i  (lit  ramarquer  et  conme  noaa  l'sTooa  dAjk  dit,  le  caoutchouc, 
ase  da  gomme,  ete.,  sant  des  matifirei  proTeuant  de  liquidei  platAl  cos- 
nSsistent  i  peioe  aui  d6IbrmBtioita,  et  ^orm^menl  ani  TBTiatiani  de 
;raads  chingemeals  qu'jprouTeat  leura  distances  moljcalaires,  Isalormalea 
qoe  de  1'JluliciU  db  leur  Mot  pa«  applicablM. 
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iucim  des  corps  solides  proprement 
aaintenanl  conslante  pendant  les  essa 
■me  a  la  realite  des  clioses  ('). 
■  a  propos  du  sujeL  qui  nous  occupe, 

rie,  l'augmentation  de  volume  de  la 

-j>)a-i>-)'-i 

a  petitesse  deX,  tant  qu'on  ne  depass( 
ous  Tavons  suppose  dans  toute  i'etud< 
perimentalement  il  faut  faire  usage  de 
il  precis. 


omdnes  aaxquels  elle  donne  liei 

irecede,  nous  n'avons  considere  que 
s  pour  que  la  limite  d'elaslicile  ne  soi 
nant  que  nous  allioiis  plus  loin,  jus 
linution  de  section  dont  11  a  ete  quei 
;  de  plus  en  plus  sur  toute  la  longueu 

partir  d'une  certaine  cliarge  qui  dej 
est  en  general  assez  voisine  de  reffoi 
enomene  d'un  nouveau  genre : 
e  de  posltion  d'un  ecliantiUon 
ipposee  constante  sur  toute  la 
ecissement  tres  senslblenomme 

plus  en  plus  a  mesure  que  la 
rtie  s'etire,  se  desagrege;  ses 

unes   par  rapporl  aux  auti-es 
!  d'ecoulement  de  la  matiere. 

certains  metaux,  dlts  ducUles,  Hg, 
e  culvre ;  il  Test  beaucoup  moins  poi 
t  pou  ou  point  apparent  dans  les  boi 
mre  ou  trempe. 

iites  leurs  particularites  les  faits  que  i 
nt  d'operer  sur  une  barre  parfaitei 

nole  ins^  dans  las  Complei-BsnAat  de  VAcai 
i%i  418. 


§22 
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homogene,  de  section  constante  et  d'une  assez  grande  longueur  (30  a 
40  fois  le  diametre  et  quelquefois  davanlage) :  avec  des  eprouvettes  tres 
courtes,  Tecoulement  de  la  matiere  ne  s'opere  pas  librement  comme  sur 
une  tige  indefinie,  et  le  phenomene  qui  nous  occupe  ne  se  produit  que 
d'une  facon  plus  ou  moins  incomplete ;  on  peut  s'en  assurer  en  mesu- 
rant  la  reduction  de  section  eprouvee  apres  la  rupture  par  une  serie  de 
barres  de  meme  diametre  et  tres  courtes,  mais  de  longueurs  difFerentes: 
on  trouve  qu'a  mesure  que  cette  derniere  dimension  augmente,  Tetran- 
glement  va  en  s'accentuant,  tout  en  tendant  vers  une  certaine  valeur 
maximum  qu'il  atteint  des  que  la  tige  experimentee  est  suffisamment 
longue. 

Pour  nous  rendre  compte  des  allongements  dus  a  la  striction,  faisons 
sur  le  barreau  a  experimenter  des  traits  fins  tres  rapproches  les  uns  des 
autres  (distants  par  exemple  de  1  millimetre)  et,  au  moyen  d'instru- 
ments  de  precision,  mesurons  ce  qu'est  devenu  leur  ecartement  un  peu 
avant  la  rupturey  puis  tracons  une  courbe  ayant  pour  abscisses  les  lon- 
gueurs  primitives  des  divisions  du  barreau  (1  millimetre)  et  pour  ordon- 
nees  les  allongements  correspondants  observes  en  chaque  point  par 
millimetre  courant.  Avec  desmetauxductiles  onobtient  ainsi  une  courbe 


M' 


t 
I 


!tr 


iMi^liiiiliMiliiiillitihiHhililiiilliiiiliiiilliiiliiilliiiihiijliiHlilMliHili!.!! 

Ak L >^  B 

Fig.  20 


ayant  Taspect  general  de  la  suivante  M'N'CT'Q',  qui  indique  bien  la  fa^on 
dont  se  repartit  Tallongement.  II  reste  a  savoir  maintenant  quelle  est, 
en  chaquepoint  et  un  peu  avant  la  rupture^  la  contraction  transversale, 
c'est-a-dire  le  rapport  t\  entre  cette  contraction  lineaire  et  Fallongement 
par  millimetre  courant  au  meme  point.  Les  experiences  faites  a  ce  sujet 
ne  sont  pas  tres  nombreuses,  elles  sont  d'ailleurs  delicates;  mais,  de 
Tensemble  de  tous  les  faits  observes  jusqu'ici,  il  parait  se  degager  la 
conclusion  suivante,  a  savoir  que,  pour  un  metal  donne,  le  coefficient 
numerique  tj,  tel  que  nous  venons  de  le  definir,  conserve  pendant  toute 
la  duree  de  Tessai  de  traction  et  sur  toute  la  longueur  de  la  tige  a  peu 
pres  la  meme  valeur,  soit  environ  0,30  pour  le  fer  et  Tacier,  et  un  peu 
plus  pour  le  cuivre,  le  laiton  et  le  bronze  (§  21).  Cest  la  un  point  impor- 


jumer  Tensemble  de  loutes  1 
ijet  des  donnees  cerlaines. 

dit  (%  Sl),  Taugmentation  i 
lu  fait  simultane  de  rallong 

est  egal  a : 

{l  +  X)(l~nl)'-l 

eurs  successives  acquiert 
m  point  donne  va  en  croissi 
lant  T)  =  0,30  comme  cela  pj 


AnauBKTATiuH  7. 
4V  =  (1  +  1){1 


—  0,0J 

iFc^menl  tres  pelit  quand  X I 
elle  fonction  ClV  s'annule  p< 
mgements  maximum  des  ri 
Jeu  ducliles,  c'esl-a-dire  pi 

le  constater  experimentalen 
jineidence,  il  doit  donc  arri 
un  bapreaii  ou  d'une  porti( 
i  faible;  en  d'aulres  term 
)ien  effectivement  ce  qu'or 
Ti'explique  la  loi  empiriqu 
on  0,30  qui  semble  presidt 
pour  les  melaux  generalen 

iter,  c'est  que,  en  raison  de 
tion  maximum  qui  se  proi 
essai  de  traclion  donne,  p 
in  reiiseignement  precieux 
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raeme  de  rallongement  dO  au  fait  propremen 
donc  avec  raison  que  cette  conlraction  est  nol 
part  des  expertences  de  precision  efTecluees  si 


$  23.  —  Allongement  o/o  de  barreanx 
transTersales  Identlqaes,  mals  de  lc 

Supposons  maintenanl  que  nous  ayons  affi 
maliere  el  de  secLions  Iransversales  idenliquei 
rentes,  en  considerant  d'abord  !e  cas  oii  chacu: 
pour  que  les  effels  de  la  slriclion  puissent  s'y 
En  so  reportanl  au  trace  de  la  figure  20,  oi 
ralloiigement  correspondant  a  une  longueur  in 

XX  dL 
ee  qui  donne  pour  une  longueur  tolale  L 

f^X  X  dL  =  8ireA  A'C' 

D'oii,  pour  allongement  proporlionnel  ou  a 
AenB, 

aire  A  A'  C  B'  B 


Cest  la  hauteur  X'  d'un  rectangle  AA"  B"B  ei 
dessus,  hauteur  qui,  loutes  choaes  egales  d'ar 
diminuant  a  mesure  que  L  augmente,  et  qui  l( 
D/  Li 

sere 
d'un 
absr 
dive 
et  e. 
men 
l;  il 
prec 
dror 

-  2cs  lirraa.u.^  dOUt 

Fig.  81  ""PSp 

(I)  Dbtii  beaDCDnp  <le  eomptos-rwidus  d'«p4riencss,  ce  qa'Dii 

Is  surface  rompuB^l  —  (1  —  j]  i)^  e(  ood  p«8  !■  coalnclioD 

L*uDe  ii'elles  le  dMuit  lecileDioDt  de  rautre. 


/..„., 


.eurs  au 
acee  sur 
'.  simple : 


in  cerlaii 
l  fois  en 


b-\-2a 
mgemen 

perer,  i] 
(fig-  21) 


Ig.S3 


expenm 
ne  longi 
mt  diit  a 
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fallongemenl  de  striction  a  (qui  est  fonction,  comme  nous  lo 
ons,  de  la  forme  el  de  la  grandcur  de  la  section  transversale  dii 
'eau  experimenle); 

L'aUongement  proportionnel  propremenl  dit,  mesure  par  la  tangente 
'angle  if. 

1  connaissance  de  ces  deux  elemenls  est  evidemment  necessaire  s'il 
it  de  determiner  rallongement  lotal  6prouve  par  une  barre  de 
lueur  moderee;  mais,  dans  les  cas  qui  se  presentent  habituellement 
i  les  calculs  de  resistance  et  avec  les  materiaux  en  usage,  les  liges 
liderees  ont  generalemenl  assez  de  longueur  pour  que  le  terme  « 
ise  ^tre  neglige  dans  la  valeur  de  (  sans  qu'il  en  resulle  d'erreur 

grande  que  celle  qui  provient  soit  du  defaut  de  precision  absolue 
observations,  soit  des  differences  qu'on  rencontre  d'un  echantillon 
utre  et,  comme  la  valeur  de  a  diminue  en  m6me  temps  que  la  section 
sversale,  il  suffiL  evidemment  que  les  barreaux  d'epreuve  soienttres 
^  par  rapport  a  leur  diamelre  pour  que  rallongement  proporLionnel 
btenu  dans  les  essais  de  traction  puisse  etre  senaiblement  confondu 
!  la  valeur  de  la  tangente  de  l'angle  9. 

Ton  opere  sur  des  barreaux  de  fer  ordinaire  ou  d'acier  doux  de 

L  echantillon,  et  si  ron  prend  pour  abscisses  les  rapporls  -^  el  pour 


\.. 


inn6es,  les  allongemenls^/o ,-  {S  etant  la  surface  de  la  seclion  trans- 
ale),  on  obtient  des  courbes  analogues  a  la  precedente  que  nous 
lons  a  titre  de  specimen,  Pour  presque  tous  les  composes  ferreux, 
)ngement  '/„  est  i  peu  pris  independant  de  la  longueur  quand  le 
lort  -^  atteint  ou  depasse  le  nonibre  1000:  avec  des  eprouvelles  de 


ile,  une  longueui 
la  slriclion  est 
plus  loin.  M.  Joes 
Ires  longlemps  s 
pport  |-  a  raesure 
.  11  imporle  d'aill 
)mmence  a  se  pr 
l 
.-  esl  independai 

consideralions 
fail  souvenl,  unt 
I  pas  les  allongci 
■ta  de  Iraction,  la 
t  diminue  de  pli 
ela  longueur  Ld 


alors 

is  en  plus  a  mesu 
nle. 

iuppose  que  tout 
(arativemenl  a  le 
t  s'y  faire  senlir 
iiomenes  devienn 
eppouvetle  a  Tau 
dans  le  corps  s'op 
et  on  n'observe  f 
eslriction  eld'al] 
l  n'y  a  aucun  foi 
er  sur  ce  sujet ;  ni 
re  de  fait  exper 
ge  de  rupture  pa 
le;  avec  une  epp{ 
extreniement  pp 
le  serait  Ires  faib 
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Comme  resume  de  la  longue  etude  qui  pn 
coDclusions  suivantes: 

i"  Pour  le  metallurgiste  qui,  dans  aes  lab 
ments  de  haute  precision  et  a  un  inlerel  a 
niere  complete  sup  les  diverses  particularite 
il  y  a  lieu,  dans  les  essais  de  Iraction,  de 
l'aUongement "/(,  relatif  aux  regions  qui  n 
raais  encore  Vallongement  de  striction  a.  On 
par  exemple  de  la  facon  indiquee  par  la  Sg 
mesure  de  tpacer  la  dpoile  ED  des  figures  21 
metro  eppouvee  pap  la  parlie  la  plus  etranglec 
avec  soin  ainsi  que  la  limite  d'elasticite. 
compleler  ces  indicalions  relatives  a  la  nat 
subip  de  nombreux  essais  de  travail  a  cliau 

2°  Pour  le  constructeur  qui  n'a  pas  en  g 
appareils  aussi  precis  et  qui  n'a  pas  le  ten 
livpep  a  des  pecherches  aussi  delicates,  il  po 
des  barreaux  de  gpando  longueur,  rallongei 
bien  defini  el  dans  lequel  le  phenomene  d( 
une  part  infime.  Pour  elre  renseigne  sur 
point,  il  sera  bon  de  mesurer,  aussi  exacle 
moyens  dont  on  dispose,  la  reduction  maxii 
geur  eppouvee  par  la  barre  experimentee,  el 
au  metal,  it  cbaud  et  a  froid,  des  essais  (tel 
donneront  lieu  a  de  gpandes  deformations  lo 
aasez  varies  pour  qu'on  puisse  etre  fixe  sur 
interessant  la  mise  en  ceuvre.  Telle  est  du 
suivie  partoul  mainlenant;  nous  croyons  &< 
de  prendre  pour  le  papport  de  la  longueur  de 
seclion  transversale  un  chiffpeplus  eleveqm 
adopte  actuellemenl. 


l  24.  —  AUongement  oomparatlf  di 
seotions  transversa 


Les  phenomenes  de  striclion  etant  dus  a 
la  matiere,  il  est  bien  claip  que,  toutes  chosi 
rient  forcement  non  seulement  avec  Wtendi 
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?  avec  la  forme  de  celle-ci.  Les  lois  de  ces 
3S  et  elles  sont  probablement  forl  compli 
des  faits  connus,  c'est  que,  pour  des  sec 
'Iriquei  semblables  et  ne  differant  pas  In 
allongeinents  a  dus  a  la  slnction  sont  pr 
ses  des  sections,  c'esl-a-dire  aux  dimen 
es  par  exeinple  s'il  s'agit  de  liges  circuli 

entendu  qu'il  s'agil  de  barres  suffisam 
tion  s'y  produise  librement. 

deujc  barreaux  dont  les  sections  soient 
nnes  geometriques  semblables  :  Texper 
iditions,  les  charges  de  rupture  par  millii 
jr  ehaque  espece  de  matiere ;  on  Irouv 
mstanl,  de  sorle  que  les  allongemenls  i 
oportionnels  aux  longueurs  L  quelles  que  s 
1  esl  pas  de  meme  pour  les  allongemenl 
)llr  la  constance  du  rapport   ^    >  ■'  ^^^^ 


Fig.  W 

barreaux  dont  les  longueurs  soient  propor 
s',  c'est-a-dire,  d'apres  ce  que  nous  avon 
isionshomologues.  Nous  sommes  donc  coi 

action  ne  sont  comparables  entre  elles  q 
ur  des  eprouvettes  de  formes  geomelri 


lit  ete  reconnue  par  MM.  Lebasleur  et  ^ 

ires;  M.  Barba  en  a  montre  rexaclilude 

(')■ 

taux  consideres  ne  rempUssent  pas  les  c( 

[nililude,    rallongement   proportionnel  a 

tiili  dei  Inginieurt  doili,  1«  MmMtrs  1880,  p.  682. 


c'est-a-dipe  tang  9  a  bien  toujours  la  m6i 
l'une  espece  donnee;  mais,  des  que  comme 
ents  moleculaires  ne  suiveiil  plus  les  mi 
s  memes  valeurs  ni  pour  les  ciiarges  de  ru] 
pour  les  allongements  par  millimelre  coura 
ecutes  dans  ces  conditions  conduisent  pn 
lats  Ires  confus.  Cesl  surlout  pour  les  all 
is  sont  sensibles;  elles  sont  quelquefois  pe 

liquant  la  loi  de  simililude,  on  ne  doit  pas 
tntile  complele  de  maliere;  or,  des  que  le 
iennenl  un  peu  consideratiles,  011  doit  s'al 
defauls  plus  ou  moins  prononces  lels  qu 
.ions  de  soudure,  etc,  de  sorte  qu'il  sera  b 
e  compter  sup  des  efforts  moindres.  II  ne 
;  vue  que  les  effets  mecaniques,  teis  que  l'i 
iiinage  et  le  forgeage,  elc.,  sont  plus  sensi 
ue  sup  les  pieces  epaisses,  et  pap  suite  quE 
3  Irouvent  pas  en  general  dans  des  cond: 
essais  de  resistance  de  matepiaux,  il  y  a, 
t  sepieux  a  ce  que  lous  les  experimenlateu 
meme  diametre  si  elles  sont  circulaipes, 
lales  identiques  dans  le  cas  contraire. 


i.  —  Influence  de  la  durde  de  la  mis 

periences  nombreuses  ont  ete  faites  pour  e 
mce  est  affeclee  par  la  duree  de  la  mise  en 
'une  maniere  bien  claire,  c'est  que,  dans  It 
5  doivent  etre  appliquees  aussi  lentement 
j  possible  de  telle  sorle  que  les  barreaux  s'a 
furs  poinls  acquiere  de  vitesse  appreciable. 
t  pas  remplie,  il  se  produit  des  mouvemen 
omplete  est  tres  compliquee,  mais  qui  ont  I 
minuer  la  charge  de  rupture ;  dans  quelque 
reduction  a  ete  de  18  "!„. 
tons  que  nous  operions  de  telle  sopte  que 
lons  de  parier  soient  evitees;  il  pouppa  alor 
s'ecoule  entpe  rapplication  d'une  ctiarge  ei 
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jlques  minutes,  o 
prouve  mainlena 
ninue  a  mesure  qu 
is,  aux  lemperatu 
smployes  dans  les 
rs  modes  d'operei 
eu  d'en  tenir  coi 
le  la  rupture,  de  d 
ax  minutes  de  rep 
de  prendre  tout 
fie  le  cuivre  et  sur 
tion  des  charges  d 


ince  de  la  temp 


ont  ete  faites  pou 
aistance  des  meta 
Tetre  tous  concor 
"■ager  de  toutes  ce 
er,  la  resistance  i 
limites,  depuis  —  1 
accroissement  bri 
une  diminution  de 
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Pif .  28 
guere  qu'environ 
'  •/.  vers  1000°.  Q 

idAnM  lUt  Seiencei,  li 


e  au  moment  de  la  rupture,  le  sens  de  ses ' 
e  precedent  qui  est  relalif  a  de  Tacier  ex 
esente  le  meme  aspect  pour  les  alliages  fe 
istate  en  outre  que,  a  partir  d'environ  240* 
triction  peu  prononcee ;  en  d'autres  tenne 
:t  faible;  11  est  cassanl  {%  14)  bien  que  sc 
I  aille  en  augmentant  et  ne  tarde  pas  a  ac 

assez  grande  :  comme  on  Ta  conslate  biei 
3  peuvent  en  effel,  vers  300°,  supporler  le 
evenus  tres  fragiles.  Le  fer  extremement 
ui  ne  presenterait  pas  cette  parlicularite, 
8  le  voislnage  de  0°  et  au-dessous,  la  resi^ 
ferreux  eprouve  une  diminution  aasez  pro 
nportante  poup  Tacier  que  pour  le  fer.  C'e 
lomple  dans  les  epreuves  de  ctioc,  et  qui 
3  importance  dans  bien  des  circonstancef 
insi  que  pour  les  essieux  des  locomotlves 
r  le  cuivre  ia  charge  de  ruplure  diminu 
rature(^);  de  23  kg.2  par  millimetre  carre 
mbe  a  20  kg.,  14  kg.,  9  kg.4  et  3  kg.6 
es  de  15»,  150°,  250",  ZW  et  460°.  Quanl  ai 
ince  est  reduite  de  moitie  envlron  et  sa  di 
lulle;  celle  du  laiton  est  egalement  tres  i 
itpes  metaux  les  effeLs  produits  sup  eux  j 
rature  ne  sonl  que  tres  imparfailement 
trge  de  ruplure  va  en  s^abaissant  d'ui 
otable  avec  ia  temperalure,  presente  a  cet 
Les  cupleuses :  il  ne  se  ipavaille  pas  a  froid 

vers  120  a  130°;  il  perd  celle  proppiele 
}  el  la  reprend  ensuite  au  dela  de  300°  en' 
d'une  fragilite  extreme  et  se  bpise  en  pelit 
irteau. 


ir  iM  Compm-Rmiiiu  da  PAcaiUmu  det  Sdtnen,  18; 

halalitr,  lag^iaiir  des  CoDslructioDi  niTBles.) 

lir  Ift  Revue  ginA-ale  det  Chemint  d«  /«r,  oetobra  1 

ir  les  Comptei-Rendut  de  VAcadimiedet  Saieneei,  188 
ir  VEngiMtring,  1890,  1«'  Mmeslra,  p.  4\i, 


conrbes  d*alloiigeiuc 
i  relatives  A,  divers 

quer  {$  23,  fig.  25),  rens 
suivant  qu^on  a  affaire  a 
les  renseignenients  relati 
lurface  ABCDd  qu'eUe  de 
•ecis.  Pour  qu'il  en  fiil  ai! 
isenl  une  longueur  tres 
Iransversales,  auquel  c; 
ilion  deviendrait  neglige 
[ue  jamais  ainsi  dans  lef 
■ouvelles  cylindriques  en: 
Uimetres  de  diametre  sur 
slant  dd  au  fait  de  la  s 
uis  rallongement  ppopor 
[ue  se  rapportent  les  re: 
jl  que  sous  la  reserve  des 
;ueillir  les  chiftres,  apprc 
il  paragraphe  et  dans  le 
jui  donne!>l  les  efifopls  er 
•'ariations  nolables  suivan 
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conlient,  le  tpavail  meci 
vons  deja  fail  pemapque 

eura  grandes  CampBgDie»,  l»a  tur 
ipferes;  laur  diainHrs  est  de  16  mi. 
est  ^ale  k  l'6pa.iiieai  quaad  eel 
onr  les  tdles  de  13  k  5  niillliniiln 
I  miltiinttres.  Pour  l'aci*r  tnouU 
t3""°,8  daos  les  essuis  de  traell 
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§  27  -  60  — 

fer  phosphoreux  (§  13,  fig.  12),  le  point  extreme  qui  correspond  a  la 
rupture  est  absolument  insuffisant  pour  caracteriser  les  proprietes  ela- 
stiques  du  raetal:  la  connaissance  delacourbe  elle-memeou,  aumoms, 
celle  de  la  limite  d*elasticite  est  necessaire.  La  figure  29  donne  un  spe- 
cimen  d'une  courbe  de  ce  genre. 

Toutes  choses  egales  d*ailleurs,  plus  le  fer  est  dur,  c'est-a-dire  car- 
bure,  plus  sa  charge  de  rupture  s'eleve  en  meme  temps  que  Tallonge- 
ment  final  diminue  ;  au  point  de  vue  de  la  resistance  vive  de  rupture, 
ces  deux  effets  ne  se  compensent  pas  completement,  et  le  fer  doux  est 
superieur  sous  ce  rapport  au  fer  dur. 

Acier,  —  Les  nombreux  composes  ferreux  connus  sous  le  nom  d'acier 
et  de  metal  fondu  ont  tous  tres  sensiblement  le  meme  coefficient  d*e- 
lasticite  qui  e^t  un  peu  superieur  a  celui  du  fer.  U  resulte  de.la  que  la 
ligne  droite  qui  constitue  la  premiere  portion  de  la  courbe  d'allonge- 
ment  a  toujours  la  meme  inclinaison,  seulement  la  partie  curviligne 
s'en  detache  plus  ou  moins  loin  de  rorigine  pour  aboutir  a  un  point  qui 
varie  d'un  compose  a  Tautre.  A  mesure  que  la  proportion  de  carbone 
augmente,  on  constate  les  faits  suivants. 

Elevation  de  la  charge  de  rupture. 

Elevation  de  la  limite  d'elasticite  et  par  suite  de  la  resistance  vive 
d'elasticite,  puisque  la  valeur  du  coefficient  ci-dessus  est  la  meme  pour 
tous  les  aciers. 

Diminution  de  Tallongement  final. 

Diminution  de  la  resistance  vive  de  rupture. 

Quand  la  proportion  de  carbone  depasse  celle  qui  correspond  a  Tacier 
extra-dur,  c'est-a-dire  environ  1  ^U,  la  charge  de  rupture  continue  a  aug- 
menter  et,  dans  le  voisinage  de  1,25  **/o,  elle  atteint  et  depasse  120  kg., 
tandis  que  Tallongement  proportionnel  descend  a  1  °/o.  A  partir  de  ce  point 
on  constate  une  diminution  brusque  de  resistance  accompagnee  d*une 
reduction  constante  d'allongement,  et  Texperience  montre  qu'on  cesse 
en  meme  temps  d'avoir  affaire  a  de  Facier;  onn'a  en  realite  qu'un  com- 
pose  ferreux  intermediaire  entre  ce  metal  et  la  fonte.  Plus  la  proportion 
de  carbone  augmente,  plus  les  chiffres  precedents  s'abaissent  et,  en 
arrivant  a  la  fonte  grise,  on  finit  par  n'avoir  plus  qu'environ  12  kg.  de 
charge  de  rupture  et  0,25  Vo  d'allongement. 

11  importe  essentiellement  de  remarquer  que  la  presence  de  corps 
autres  que  le  fer  et  le  carbone  (manganese,  chr6me,  silicium,  soufre, 
phosphore,  etc),  modifie  notablement  les  proprietes  de  Tacier,  mais 
Tetude  de  ces  changements  ne  rentre  pas  dans  le  cadre  de  ce  Traite. 

La  trempe  eleve  la  charge  de  rupture  de  Tacier  et  diminue  rallonge- 
ment  correspondant;  plus  le  metal  est  carbure,  plus  les  changements 
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s  sonl  sensibles.  Quant  a  la  limile  d'elasticite,  tantOt  elle 
ime  dans  le  cas^de  Tacier  puddle  oii  elle  est  parfois  reduite 
ntOt  elle  s'eleve  comme  cela  se  presente  avec  l'acier  fondu 
dernier  esl  tres  carbure,  elle  s'approche  souvent  meme  de 
rupture;  il  a  ele  en  oulre  reconnu  que  la  trempe  augmenle 
l  le  coefficient  d'elasticite  de  !'acier  dur.  Le  tableau  de  la 
simplement  destine  a  indiquer  de  quel  ordre  de  grandeur 
igements  que  nous  venons  d'indiquer  sommairement,  les 
1  renferme  pouvant  varier  d'une  maniere  tres  appreciable 
•ovenance  et  la  purete  des  produits  experimentes. 

Les  proprietes  elastiques  de  la  fonte  varienl  d'une  maniere 
avec  son  degre  de  durete,  son  genre  de  fabrication,  sa  pro- 
mode  de  coulee,  la  forme  des  pieces,  elc;  la  charge  de 
n'est  pari^ois  que  de  8  kg.  s'eleve,  dans  certaines  varietes 
jusqu'a  25  el  meme  32  kg.  {');  la  limite  d'elasticile  est 
n  general  d'osciller  de  4  kg.  a  81tg.,S  et  Tallongement  a  la 
,05  7o  a  0,55  7o-  Dans  tous  les  cas,  ce  metal  a  un  coefficient 
lolablement  moindre  que  celui  du  fer  (*),  la  moitie  environ 
B  grise,  et  par  suite,  toutes  choses  egales  d'ailleurs,  il  se 
iblement  plus. 

des  faibles  valeurs  de  refiforl  de  rupture  el  de  Tallongement 
nt,  ainsi  que  de  son  manque  de  duclilile,  la  fonle  resiste  mal 
lynamiques  et  aux  chocs ;  cela  tient  aussi  en  partie  a  ce  que, 
froidissemenl de  la  masse en fusion,  il  se  produil,  surlout dans 
les  objets  volumineux  eL  d'epaisseurtres 
'^"  variable,  desretraits  inegaux  et  parsuile 

des  tensions  interieurcs  quelquefois  Ires 

,'2  -^  energiques,  En  outre  les  pieces  en  fonte 

devraient,  en  toute  rigueur,  etre  consi- 

!  derees  comme  composees  de  deux  corps 

'  0,   .  ■      ,      differents  dont  Tun,  silue  a  rexlerieur, 

'      0    ^  "^2       s'est  refroidi  au  contact  du  moule  beau- 

^-  ^  coup  plus  rapidement  que  Tautre  for- 

ie  centrale  et  possede  une  i-esislance  plus  grande;  on  com- 

■urs  facilement  que  la  couche  externe  constitue  une  plus 

on  de  Tensemble  dans  les  pelites  pieces  que  dans  lcs  grosses, 

calculs  praliques  de  resistance,  on  suppose  quo  la  matiere 

IteMn  de  la  Sociiti  InduttrieUe  de  Malhouie,  im.  p.  309. 

Dt  d'JlBsliciU  T&rie  d'uiie  inani^  trto  seasibie  avec  Iti  proTenance  et  la  quilili 

il  s'<leTer  h  13  000  et  descendra  d>ns  ccrlajne  cas  jusqu^i  J  000  ou  3  000. 


ent  a  cause  de  la  comp 
ine  aulre  maniere  d'op 
est  la  forrae  generale  i 
n  voil  que  la  limite  d'i 
avec  le  fer  et  racier;  q 
st  reduite  a  une  longu 

itiques  des  bois  vai-ier 
lans  lequel  il  ont  pous 


inte  notablement  la  r 

3  essenceg  resineuses; 
rent  la  force  des  bois. 
e  de  la  courbe  d'altong 
re  dans  le  sens  des  6 
ent  etre  appliques  les 
lans  le  sens  perpendic' 
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ent,  dans  le  cas  d'effo 
i'il  importe  de  connaitr 
yes;  on  ne  doit  evidei 
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les  moyennes  susceptibles  d'ep 
is,  et,  toules  lea  fois  qu'on  a  ui 
Ql  de  determiner  au  moyen  d'( 
[  rallongement  des  matieres  qu 
joignant,  suivant  les  cas,  des  e 
iter  que,  suivant  Tusage  unive 
devront  etre  completes  par  des 
nl  le  m^lal  experimente  se  com 
le  remapque  iraportante  a  fair 
lue  nous  indiquons  comme  pt 
elative  aux  cas  oii  les  corps  n'<i 
efTorts,  ni  des  chocs  violents 
faudra,  comme  nous  l'avons  c 
se  basant  sur  des  constructioni 
paraitre  cependant  pecher  par 
de  la  page  67  donne  les  res 
iv  et  d'acier;  les  nombres  qui  y 


A  et  B  et  par  consequent  ils  f 
[ui  donnent  les  forces  en  fonc 
s  determiner  approximalivemi 
large  de  rupture  T,  rallongeir 
.icite  (.  Pour  cela  remarquons 
r  etre  regardee  comme  se  confo 
1  des  courbes  monlre  que  Taire 
IX  deux  tiers  du  triangle  VDH. 

deraptnre=aireOH  GDX  =rect 
rire  cette  formule  d'mie  autre 
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experimenles  ne  soient  pas  trop  minc^s ;  Hodgkinson  a  propose  de  les 
faire  une  fois  et  demie  a  deux  fois  plus  hauts  que  larges.  Malgre  cette 
precaution,  il  est  souvent  difficile  de  saisir  le  moment  precis  auquel  on 
doit  considerer  la  desagregation  comme  operee,  aussi  regne-t-il  une 
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Fig.  35 


assez  grande  incertitude  sur  la  valeur  d*un  certain  nombre  de  chiflfres 
de  rupture. 

Des  que  le  rapport  de  la  longueurau  plus  petit  c6te  de  la  base 
atteint  une  certaine  valeur  variable  d'une.  matiere  a  Tautre  (environ  4  a 
5  pour  le  fer  et  la  fonte,  8  pour  les  bois),  les  pieces  comprimees  se  com^ 
portent  d'une  facon  toute  differente;  il  se  produit  une  flexion  qui  deter- 
mine  la  rupture  bien  avant  qu'on  ait  atteint  la  charge  qui  correspond  a 
Tecrasement  des  blocs  de  peu  de  hauteur;  nous  nous  occuperons  plus 
tard  de  ces  phenomenes  a  propos  des  pieces  chargees  dqbout  (§  101  et 
suivants). 


§  30.  —  Charges  de  s^curitd  admisslbles  dans  le  cas  de  la 

compression. 


Les  charges  qui  determinent  la  rupture  d*une  substance  par  traction  ou 
par  compression  different,  en  general,  sensiblement  entre  elles,  mais 
celles  qui  correspondent  a  la  hmite  d'elasticite  ont,  sauf  pour  la  fonte, 
des  valeurs  qui  ne  s'eloignent  pas  beaucoup  les  unes  des  autres,  et,  comme 
c'est  d'apres  ces  dernieres  que  nous  fixons  les  forces  maximum  qu'on 
peut  appliquer  avec  securite,  nous  voyons  que  nous  sommes  conduit 
a  adopter  pour  ces  deux  genres  d'efiforts  a  peu  pres  les  memes  chififres 
de  resistance  (la  fonte  exceptee) ;  on  trouvera  plus  loin  ceux  qu'on  peut 
admettre  pour  les  corps  les  plus  employes  dans  les  constructions. 
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es  efforts  de  compres 
par  traction  (environ 
dans  les  deux  cas  so 
isinage  d'une  charge 
onle  reaiste  beaucou 
pour  la  rupture  delal 
e  d'elasticite  au  lieu 
ir  que  la  resislance 
de  fabrication,  la  gra 
larges  facettes  s'ecr; 
:ertaines  especes  dur 
tous  ces  corps  (fer, 
compression  parait 
a  difFerence  est  asse: 

neux,  et  en  particulit 

i  sont  secs  que  quan 
i-ent  un  raccourcissen 
le  tiers  de  la  hauteur 


ses  qui  Influent  a 
compressi 


t  nous  avons  signale 
dans  le  cas  de  la  cor 
tudies  jusqu'ici;  suiv 
forme  de  la  section  ti 
i  valeur  de  la  chargt 
qu'il  soit  possible  cep 
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qui  les  regil,  peut  ^lre  regarde  comrae  ayant  aes  c6l6s  rectilignes  et 
parallelea  ('),  c'est-a-dipe  coimne  elant  un  paraUelogramme ;  Tune  des 
diagonales  m (  s'allonge  et  Tautre  pr  SQ  raccourcit  de  (juantites  que 


Pig.38 

nous  allons  evaluer.  A  cel  effel,  inenons  les  lignes  m'  t,  m'  t'  ainsi  que 
(/  perpendiculaire  a  m'  (';  la  diagonale  mt  eprouve  un  allongement  par 
millimetre  couranl  qui,  a  un  infiniment  petil  pres,  esl  egal  a 


J' 


ti'  X  sin  a 


r'(  X  t  X  sin  » 


I  X  eiu  K  X  cOB  a 


Nous  verrions  de  mfeme  que  le  raccourcissemenl  par  millimetre  cou- 

rant  de  la  diagonale  pr  est  egal,  lui  aussi,  a 

I  X  ain  «  X  cos  ■ 

el,  comrae  ces  deux  expressions  sont  maximum  pour  a.  —  -15°  el  devien- 

nent  alors  ^. ,  il  en  resulte  qu'un  glissement  quelconque,  se  produisanl 


au  poinl  m  dans  le  sens  f,  donne  lieu  lout  aulour  de  nt  a  des  allonge- 
menls  et  a  dea  raccourcissements  qui  sont  maximum  et  egaux  a  -5  sui- 
vant  les  direcLions  ip  et  ?'  inclinees  a  43"  fiur  f;  c'e3t  precisemenl  ce  que 
1.  4,  et  les  Compte$  Rmdut  de  FAea- 
6 


monlrer.  Si  ron  considere, 
diamelre  D  et  dont  m  soit 
sment  en  une  elUpse  dans  1 

eurs  D  (l+ j)  et  D  (l- 

enomene  du  glissement  es 
t  le  cercle  precedenls  poui 
ellipse. 

I  ce  que  nous  venons  de  di 
issement  maximum  par  mil 
pour  un  corps  suppose  egi 
a  la  traclion  et  a  la  compn 
isement  i  tel  que 


a  force  de  glissement  qu'o 
i(D  a  pour  valeur 


Lent  au  meme,  on  peut  adm 
le  cisaillemenl  par  millimet 


le  second  membre  de  laquel 


)M6Fmlnatlon  du  ooefl 

gliasemflnt  u. 

un  carre  ABCD  donl  les  cOtes  soient  inflniment  pelits  (la 
;s  ciltes  etant  prise  pour  unite,  pour  plus  de  simplicile); 

AB  et  CD  des  forces  de  traction  R  soua  Taction  des- 
e  prend  la  forme  A'B'C'D',  lelle  que 

=  B'  D'=  1  +  X  A'  B'  =  C'D'  =  1  —  1 1 
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X  etant  rallongement  par  millimetre  courant  determine  par  Teffort  de 
traction  R,  et  tj  le  coefficient  de  contraction  transversale  dont  il  a  ete 
question  precedemment  (§21).  Nous  supposons  d*ailleurs,  bien  entendu, 
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Fig.  40 


R  assez  faible  pour  que  Telasticite  ne  soit  alteree  en  aucun  point  (§  17) 
et  Ton  sait  que,  dans  ces  conditions,  on  a  (§  19) 

R  =EX 

Ceci  pose  imaginons  que,  conformement  a  une  mcthode  generale 
indiquee  precedemment  (§  6),  nous  coupions  le  carre  deforme  A'B*G'D* 
suivant  la  ligne  A'D';  les  forces  qu*il  faut  appliquer  suivant  A*D'  pour 
retablir  Vequilibre,  et  qui  representent  Taction  exercee  par  la  partie 
supprimee  sur  la  portion  restante  A'B*D*  ont  evidemment  pour  resul- 
tante  verticale  une  force  egale  a  R  et  par  suite  leur  projection  Q  sur  la 
face  de  jonclion  A'D'  a  pour  valeur 

Q  =  R.  cos  OL 
ou,  a  im  infiniment  du  second  ordre  pres, 

Q  =  R.  co8  45»=-5; 

yl  2 


i 


•-s^i 


^Yi 


On  remarquera,  d'ailleurs,  que  la  force  Q  est  appliquee  a  une  face 

A'D'  dont  Tetendue  est  egale  a  \^de  sorte  que  Teffort  de  cisaillement 
ou  de  glissement  par  millimitre  eourant  qui  s'exerce  suivant  la  face 
oblique  A'D'  a  pour  valeur 


^  "^A^D'""  J-o"*"  2 


'  t,  tel  que  nous  Tavons  defini  (g  34}  est  par  suite 
.  _  R"       fi 


>oint  une  fois  etabli,  remarquons  que  Vangte  de  glizse- 
,  par  definition,  a  la  quantile  dont  s'ineline,  dans  la  de- 
iment  petite  consideree,  la  nonnale  BM  a  la  face  AD  et 


ent  que  l'angle  M'B'D'  a,  par  consequent,  pour  i 
donc 

:J=  mS^M-^MB' D' —  M' fi^D' =  j— p 


1 


v'^ 


it  la  perpendiculaire  M'P,  on  voil  sur  la  figure  que 
B'D' 

'Wm' 


B'  P 
"B'M'  " 


M'P_    A'B' 
"B'M'"  2B'M' 


C08  P  = 


1  +  1 


1    —TjX 


la  petitesse  de  Tangle  i,  on  peul  remplacer  sin  -^  par  -5-  • 


■        ^ 
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Egalons  maintenant  cettevaleurdei  a  celle  (1=  -^  J  que  nous  avons 
trouvee  tout  a  Theure ;  il  vient 


2G  E 


d*ou 

E 


G  = 


relation  qui  a  une  importance  capitale  dans  la  theorie  mathematique  de 
Telasticite  (*). 

Si,  dans  Texpression  ci-dessus,  nous  rempla^ons  tj  par  sa  valeur  7 

que  nous  avonsadmise  pourles  solides  isotropes,c'est-a-direhomogenes 
et  d*egale  contexture  en  tous  sens  (§  21),  nous  obtenons 

G=|  E 


§  37.  —  Gharge  de  s6curit6  des  pi6ces  soumises  &  un  effort 

de  cisaillement. 


II  n'existe  pas  d*experiences  permettant  de  fixer  d'une  maniere  bien 
exacte  la  plus  forte  valeur  de  reflfort  de  cisaillement  qu'on  peut  appli- 
quer  en  toute  securite  aux  divers  materiaux  employes  dans  les  con- 
structions;  faute  de  mieux,  on  se  guide  souvent  sur  les  considerations 
suivantes :  soient  i  et  X  le  glissement  et rallongement  (ou  le  raccourcisse- 
ment)  maximum  par  millimetre  courant  compatibles  avec  la  matiere 
consideree;  la  charge  cherchce  est  egale  a  Gx^'  et  si  on  admet  qu'on 

puisse  prendre,  comme  la  theorie  nous  Ta  indique,  ii=2  X  et  G=-  E, 

5 

on  a 

R  etant  la  charge  de  securite  par  millimetre  carre  relative  soit  a  la  trac- 
tion  soit  a  la  compression.  Teile  est  la  valeur  que  Ton  adopte  souvent 

(1)  An  lieu  de  raisonner  sur  un  simple  carr6,  comme  nons  TaTons  &it,  on  ponrrait,  k  rexemple 
de  Clebsch,  consid^rer  un  cube,  ce  qui,  par  un  mode  de  raisonnement  identique,  eonduit  au  mdme 
T^ultat. 


■ecises,  en  ayant  soin  de  prendre  pour  R  le  plus 
res  qui  correspondent  aux  deux  genres  d'effort8 
itiere  ne  resiste  pas  egalement  bien  a  Tun  et  a 

nentales  que  nous  possedons  sur  la  resistance  a 
:ent  justifient,  au  moins  dans  une  certaine  mesure, 
m  a  reconnu,  en  effet,  que  la  force  necessaire  pour  ' 
mbre  de  corps,  le  fer  par  exemple,  est  ^gale  envi- 

li  determine  la  rupture  par  traction ;  en  prenant 

;ecurite  on  adopte  ainsi  la  meme  fraction  de  la 

ssi  bien  pour  leglissement  que  pour  la  traction  et 
ui  est  assez  rationnel  a  defaut  d'experiences  per- 
Umite  d'elasticit6  relative  au  genre  d'effort8  qui 


Rdoiprooit^  des  glissements. 


conque  ne  peut  se  produire  sans  en  faire  naitre  un 
r  dirige  dans  un  sens  perpendiculaire  au  premier. 
etrique  qui  resulle  de  la  transformation  du  rec- 


Fig.  is 


parallelogrammo  m'p'r't';  par  suite  de  cette  de- 

it  les  deux  fails  suivants  : 

et  devient  m',  ce  qui  donne  lieu  a  un  glissement 

mr  6gal  a  la  mesure  trigonometrique  de  Tangle 

lirectement  do  la  force  de  cisaillement. 

ni  aussi,  et,  pour  lui  rendre  sa  valeur  premiere, 

int  en  m',p',;  mp  a  donc  glisse  par  rapporl  a  rl 

■ee  par  Tangle  m\r'm'  evidemment  egal  a  pm'p' ; 

ne  nous  1'avons  annonce,  que  les  c6tes  1  et  2  du 


n 
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rectangle  considere  eprouvent  des  gUssements  egaux  par  rappopt  aux 
c6tes  3  et  4  qui  leur  sont  respectivement  paralleles. 

II  est  facile  de  se  rendre  compte  d'une  autre  maniere  de  la  coexis- 
tence  forcee  et  de  Tegalite  des  glissements  qui  se  produisent  dans  deux 
directions  rectangulaires  :  isolons  en  effet  dans  Tinterieur  d'un  corps 
quelconque  en  equilibre  un  cube  inflniment  petit  dans  lequel  la  face 
AB  soit  soumise  de  la  part  de  la  matiere   environnante  a  une  force 


Kg.  43 


obUque  F  ayant  pour  composante  tangentieUe  <p ;  la  face  CD  etant  infi- 
niment  peu  distante  de  AB  est  soUicitee  par  une  force  egale  et  paral- 
lele  donnant  Ueu  par  consequent  a  une  composante  tangentieUe  tf^  egale 
a  la  precedente  mais  de  direction  contraire;  les  forces  (p  et  <pi  tendent  a 
faire  tourner  le  cube  dans  le  meme  sens  autour  de  Taxe  ap ;  donc,  puis- 
que  TequiUbre  a  lieu,  il  faut  qu'il  exisle  le  long  des  faces  AK  et  HD  des 
forces  9*  et  <p,'  egales  et  perpendiculaires  a  9 ;  en  d'autres  termes  quand 
un  element  plan  infiniment  petit  quelconque  pris  a  Tinterieur  d'un 
soUde  est  soumis  a  une  force  de  gUssement  <p,  U  est  certain  qu'un 
second  element  perpendiculaire  a  la  direction  de  cette  force  est  soUicite 
parun  effort  tangentiel  ayant  meme  valeur  par  imite  de  surface  et 
dirige  a  angle  droit  avec  le  premier.  Cest  la  un  fait  qu'il  ne  faut  pas 
perdre  de  vue  quand  on  veut  s'assurer  qu'un  corps  est  capable  de 
resister  a  im  effort  donne  de  cisaiUement;  pour  les  substances  fibreuses 
en  parlicuUer  teUes  que  les  bois,  il  est  prudent  de  ne  jamais  compter 
que  sur  la  resistance  qui  correspond  au  sens  de  plus  facile  gUssement, 
sans  quoi  on  voit  les  fibres  se  disjoindre  et  gUsser  les  unes  par  rap- 
port  aux  autres  sous  Taction  de  forces  agissant  dans  la  direction  per- 
pendiculaire  a  ceUe  de  Teffort.  Les  coefficients  que  nous  adopterons  en 
pratique  seront  assez  faibles  pour  que  nous  n'ayons  rien  a  craindre 
sous  ce  rapport. 


•: 
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§  39.  —  R^partition  du  glissement  dans  une  section 

transversale. 

Soit  ABCD  une  piece  dans  laquelle  une  section  transversale  ST  est 
soumise  a  un  eflfort  de  cisaillement  Q;  m  etant  un  point  quelconque 
pris  sur  cette  derniere,  nous  avons  vu  que  le  rectangle  mprt  se  trans- 
forme  dans  le  parallelogramme  m'p'v'i\  et  nous  avons  appele  glisse- 
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m. 
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ment  au  point  considere  Tangle  pmp'  ou,  ce  qui  revient  au  meme, 
rangleyp'w  forme  par  Telement  js?*^*  et  la  lignep'w  menee  perpendicu- 
lairement  a  m*p\ 

Ceci  pose,  deux  cas  peuvent  se  presenter: 

1®  Le  glissement  i  a  la  meme  valeur  dans  toute  Tetendue  de  la  sec- 
tion  consideree  depuis  S  jusqu^en  T. 

2**  Ce  glissement  varie  d*un  point  a  un  autre. 

Nous  allons  examiner  successivement  chacun  d*eux.  En  premier  lieu. 


s 

— r- 
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si  i  a  une  valeur  constante  de  S  en  V,  tous  les  petits  elements,  tels  que 
»'r  rencontrent  les  fibres  de  la  piece  sous  un  angle  constant  egal  a 
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90**—  t,  et  par  consequent  ime  section  transversaleprimitivementplane 
reste  plane  apres  la  deformation;    tel  est  le  fait  qui  caracterise  la 


repartition  unifonne  du  glissement.  Si.ancontrairc,  i 
arautre,  il  est  clair  que  la  sectionSV  eprouve  forcemi 
ment  plus  ou  moins  prononce  comme  rindique  la  I 
forme  qui  est  representee  en  S"T"  et  que  nous  rencc 
occupant  de  la  flexion,  le  glissemenl  est  nul  en  S"  e 
enK. 

Proposons-nous  de  reconnaitre  dans  quels  cas  une 
menl  Q  se  repartit  ou  non  d'ime  maniere  uniformi 
transversale  a  laquelle  elle  est  appliquee.  En  vertu  du 
prociledont  nous  avons  parle  precedemmcnt,  il  ne 
peul  y  avoir  en  un  point  quelconque  de  force  de    ■ 
glissement  transversal  q,  sans  qu'il  existe  en  meme 
temps  un  effort  egal  dc  glissement  longitudinal  q' 
dirige  perpendiculairement  a  la  seclion  ST;  ai  donc 
le  conlour  exterieur  de  celte  derniere  est  lilire  el 
soumis  simplement  a  la  pression  de  Tatmosphere, 
la  reparlilion  uniforrae  ne  peut  exister;  q'  el  par  & 
nuls  sur  lout  le  pourtour  en  question  et  il  se  pro 
sement  tel  que  les  angles  en  S"  el  T"  sont  droils;  en 
quelque  considerable  que  puisse  elre  Teffort  decisaill( 
sur  les  molecules  interieures  d'un  corps,  toul  point  sil 
libTV  de  sa  surface  exlerieure  n'eprouve  aucun  glisse 
porte  pas  la  nioindre  partie  de  reffort 
trancliant  lotal;  c'est  ce  qui  arrive  pour 
les  boulons  et  les  rivels  qui  ont  du  jeu 
dans  leurs  Irous.  Pour  qu'il  y  ail  repar- 
tilion  uniforme,  il  faut  appliquer  sur  la 
surface  exterieure  des  forces  longitudi- 
nales  convenables  ou  adopler  un  dispo- 
silif  qui  en  tienne  Ueu,  par  exemple  fixer 
la  piece  par  un  encastrement  dans  lequel 
elle  soil  invariablement  scellee  ou  soudee, 
ou  qui  lui  fasse  subir  un  frottemenl  aumoins  egal  ali 
longiludinal  de   glissement.  Tel  est  sensiblement  li 
qui  reunissent  deux  feuilles  de   lOle,  d'un  tourillon 
de  faible  longueur  qui  sont  laraudes  ou  emmanches 
dur,  elc. 


gUssement  relatlves  ai 
rdpartltion  unlforme. 

ue  d'Lme  section  soumise  a 
e  Ton  a 

9  =  G  X  (f  w  X  t 
nt,  on  a  pour  rensemble  de  1 
X  I  xfd<^  =  G  X  Q  X  • 

e  les  valeups  qu'il  paralt  pnn 
de  cisailiemenl  par  millimeti 
iccupant  de  la  flexion,  ce  q 
^saiUement  ne  se  repartit  pas 


pratlqnes  relatlfs  an  gU 

Besistance  au  cisatllement. 


ChBrge 

Charga 

par  m/m  e»rrt 

qu'on  pent 
sppliquer  mw 

parm/ni  M 
qui  produ 

BicuriU 

l>  «iptur 

traction 

5*,00 

80*,00 

fi.eo 

32,00 

6,00 

35,00 

7,20 

41.00 

8,40 

47,00 

9,60 

54,00 

10,80 

60,00 

1,70 

10,00 

8,00 

18,00 

1,70 

10,00 

ant  &  h 

2,00 

]2,00 

0,40 

2,5 

0,35 

2,0 

ns  ce  tableau  sont  loin  d'eti 
,  surtout  en  ce  qui  concerne 
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FLEXION    PLANE 


§  42.  —  D^flnltion  des  pldces  6tudides. 

Soit  ABGD  un  solide  engendre  par  une  aire  plane  S  dont  le  centre  de 
gravite  G  se  deplace  le  long  d'une  ligne  HK  droite  ou  tres  Ugirement 
courbe  mais  plane,  et  qui  lui  reste  constamment  normale  sans  subir  d'ail- 
leurs  aucune  rotation  dans  son  propre  plan.  Les  forces  exterieures  qui 
agissent  sur  la  piece  sont  supposees  toutes  contenues  dans  un  meme 
plan  (celui  de  la  courbe  HK)  qui  est  en  outre  un  plan  de  symetrie  pour 


Fig.  49 

la  surface  S;  celle-ci  peut,  du  reste,  soit  rester  toujours  identique  a 
elle-meme,  soit  varier  de  forme  ou  d*etendue  d'une  maniere  lente  et 
continue;  nous  admettons  enfin  que  les  dimensions  transversales  de 
Faire  S  sont  faibles  relativement  a  la  longueur  du  solide  considere  (*) 
et  qu'elles  peuvent  etre  considerees  comme  restant  invariables  sans 
eprouver  jamais  de  contraction  laterale  (§  21).  W  est  bien  clair  que, 
dans  les  conditions  qui  viennent  d'elre  indiquees,  tout  se  passe  de  la 
meme  facon  de  part  et  d'autre  du  plan  de  symetrie  dans  lequel  se 
trouve  par  suite  la  ligns  des  flbres  moyennes  HK  a  tout  inslant  de  la 
deformation. 

Nous  supposerons,  dans  l*etude  qui  va  suivre,  que  les  forces  tendant 
a  courber  la  piece  ou,  en  d'autres  termes,  a  produire  une  flexion  sont 
assez  faibles  pour  que  la  limite  d'elasticite  soit  a  la  traction,  soit  a  la 

(1)  Qnand  eette  deroi^ro  eondition  n'est  pas  remplie,  les  phdnom^nes  de  cisaillement  penyent 
afoir  one  importance  au  moins  aussi  grande  que  cenx  de  flexion ;  ce  cas  sera  incidemment  dtndi6 
an  paragraphe  50  avec  les  r^les  pratiquee  k  adopter. 


§43 
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compression,  soit  au  cisaillement  ne  soit  atteinte  en  aucun  point;  nous 
admettrons  en  outre  que  le  soiide  considerese  deforme  tres  peuet  dans 
des  conditions  telles  que  ni  la  valeur  des  forces,  ni  leurs  bras  de  levier 
ne  soient  modifies  d'une  maniere  appreciable,  de  sorte  que  nous  pour- 
rons  relever  les  valeurs  des  unes  et  des  autres  sur  la  piece  prise  a 
Fetat  naturel.  Nous  verrons  plus  tard  ce  qu'il  convient  de  faire  quand 
ces  diverses  suppositions  s'eloignent  trop  de  la  realite  pour  qu'il  soit 
possible  d'agir  de  cette  maniere ;  nous  dirons  egalement  plus  loin  (§  84) 
quelques  mots  relatifs  au  cas  oii  le  solide  etudie  n'est  pas  homogene, 
comme  nous  le  supposons  en  ce  moment. 


§  43.  —  Flezlon  produlte  par  un  couple. 

1®  Elude  de  la  deformation  produite,  —  Pour  simplifier  Tetude  de  la 
flexion  definie  comme  nous  venons  de  le  faire,  nous  examinerons 
d*abord  divers  dispositifs  simples  de  forces  exterieures,  apres  quoi 
nous  supposerons  que  celles-ci  peuvent  etre  situees  de  n'importe  quelle 
maniere  et  en  nombre  quelconque  dans  le  plan  de  symetrie  du  solide. 
Occupons-nous  d'abord  du  cas  oii  elles  se  reduisent  a  un  couple  M  (*) 
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dont  le  moment  est  supposene  pas  varier,  au  moinsd^une  maniere  sen- 
sible,  par  suite  de  la  deformation  de  la  piece.  Nous  supposons  que  celle- 
ci  est  enca^tree  dans  unsupport  rigide,  unmurparexemple,  c'est-a-dire 
qu'elle  y  est  fixee  de  telle  facon  que  la  partie  HS  qui  y  est  engagee  ne 
puisse  clianger  en  aucune  maniere  d*inclinaison ;  nous  dirons  plus  tard 
(§  79)  dans  quelle  mesure  cette  condition  peut  etrerealisee  pratiquement. 

Nous  admettrons  comme  resultat  experimental : 

1**  Que,  sous  raction  du  couple  M,  les  fibres  s^allongent  dans  la  parlie 
AG  et  se  raccourcissent  dans  la  partie  BD,  en  reslant  paralleles  apres  la 

(1)  Oa  Terra  aa  paragraphe  76  un  dispositif  tr^s  simple  qui  rentre  dans  ce  cas. 


L, 
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detormation  si  elles  Tetaient  auparavant.  II  esiste  donc  quelque  part,  dans 
rinterieur  de  la  piece,  une  Ugne  de  fibres  HK  qui  ne  cliange  pas  de  lon- 
gueur ;  on  lui  donne  le  nom  de  ligne  des  flbres  neutres  ou  invariables. 

i"  Que  les  lignes  droites  mn,  m'n'....,  Iracees  normalement  a  la  ligno 
des  fibres  moyennes  (telle  que  nous  Tavons  definie  precedemment)  res- 
tent  droites  et  normales  a  eette  ligne  deformee  ('). 

On  peut  s'assurer  que  ces  lois  sont  bien  conformes  a  la  realite,  en 
faisant  quelcpies  experiences  sur  des  poutres  en  bois  ou  en  fer  soumises 
a  des  efforts  qui  sont  assez  considerables  pour  donner  lieu  a  une  flexion 
prononcee.  On  a  remarque  en  particulier  qu'en  faisant  des  traits  de  scie  a 
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Fig.  51 


&,  c,.-.  a  la  partie  inferieure  de  la  piece  et  en  venant  ensuite  a  les  rem- 
plir  avec  des  cales  de  bois  ou  de  metal,  la  resistance  ne  se  trouve  pas 
alleree,  ce  qui  prouve  bienqu'il  y  a  couipression  dans  cette  region.  Si  au 


du  bord  oppose  en  o'. 


contraire  les  traits  en  quesLion  sont  pratiqi 
&',  c',...  on  les  voit  s'ouvrir  de  plus  en  plus 
a  mesure  que  Teffort  augmente,et  la  rupture 
se  produil  beaucoup  plus  t<Jt. 

Ces  lois  experimentales  vont  nous  per- 
mettre  de  trouver  corament  se  comporte  la 
poutre  ABCD.  Soit  en  effet  IIK  la  ligne, 
pour  le  moment  inconnue,  des  flbres  inm- 
riables  supposee  primitivement  rectiligne; 
considerons  une  section  mn  normale  a  celte 
demiere  et  faisant  un  angle  f  avec  la  ver- 
licale;  soil  m'n'  une  autre  section  normale 
infiniment  voisine  de  la  premiere,  appelons  p 
le  rayonde  courbure  de  HK  au  poinl  a,  et  / 
soit  ijip  =  ds.  D^signons  par  ds'  la  longueur  -    ™ 

11]  Cut  Charlaa  Dupia  '^ui,  daiis  des  axp^isacea  bites  il  Corfou  alors  qu'!!  y  ilait  [Dgdaiaor 
d«  la  HariDt  fraD(iise,  6[acids  ces  poiati  d^lieata  qui  jlaient  ratUt  jotqua  \\  fort  obseara  malgrd 
k*  rechaTebea  da  ftalilte,  de  Hariolte,  de  LeJbniU  et  de  Jicqaei  BarDonilli. 


que  prend  une  portion  de  fibre  •«'  siluee  a  une  di: 
Avant  la  deformation  on  a.  ds'  —ds,  tandis  que  maii 

ds' -(?  +  «)<!? 
ce  qui  donne  pour  rallongeinent  par  miUiraetre  cou: 


dg 


Si  donc  nous  admettons,  ce  qui  est  suffisammenl 
lite,  que  les  choses  se  passent  coinme  si  la  fibre 
reste  de  la  piece  et  soumise  a  un  simple  effort  de  l 
pression),  sa  tension  est,  en  appelant  dio  sa  seclion 

E.  rf<o.  X=  E.  dw.i 
P 

Telle  est  rexpression  de  la  tension  eprouvee  par 
que  de  m  en  a;  au-dessous  de  ce  dernier  point  il  j 
inent,  mais  un  raccourciasement  donnant  lieu  a  un 

sion   exprimee  egalement  parE.dw. -,  si  Ton   sup 

P 
Tavons  admis  §  29)  que  le  coefficient  d'elasticite  E  i 
comme  ayant  la  ra^me  valeur  dans  les  deux  cas. 

Supposons  maintenant  la  poutre  coupee  suivanl 
et  ecrivons,  pour  la  partie  de  droite  consideree  a 
d'equilibre  qui  se  reduisent  ici  a  trois  puisque  tout 
plan ;  11  faut  alors,  corame  nous  le  savons  (§  6),  rem 
gauclie  par  les  forces  interieures  auxquelles  elle  d( 
separation  effectuee  suivant  le  plan  mn.  En  proje 
(supposee  droite  a  cause  de  sa  longueur  infiniment 

Projection  des  forces  inlerieures  de  la  sec 

puisque  les  forces  exterieures  se  reduisent  a  un  co» 


(1)  Gonime  il  esl  i  peiae  bwoia  de  la  fairo  remsrguar,  celte  ralBtioi 
9tici(6  D'es(  tUtrie  en  aucun  point  clu  corps  eonsidAri;  an  dali  de 
cessent  d'*lr9  eontonnes  k  Is  rfalil*  Aea  chaiea.  Mous  aurooa  d'ailleun 
ce  point  en  ptrlant  de  U  rnplura  i  la  Oexion  ;§  1S5). 
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ant  sur  loute  la  hauleur  de  la  piece,  celle-ci 


P 

i  neuires  ou  invariables  passe  par  le  ceiUre  de 
ilconque  mn;  elle  se  confond  par  consequenl 
moyennea  precedemment  definie  el  se  trouve 

itenant  les  forees  en  jeu  sur  une  perpendicu- 
donne  encore,  comme  toujoups,  une  somme 

■e  de  meme  pour  les  forces  interieures,  c'est-a- 

est  soumise  a  aucun  effort  de  cisaillement.  La 
se  reduit  donc,  dans  ce  cas  pariicutier,  a  un 
calculer  le  momenl  par  rapport  au  point  a  en 

lation  d'equilibre  qui  est 

E  (E.  rf(u.  -  .  e)  =:  M 

P 

-  .  S  «t.  rfw  =  U 

p 

<finertie  de  la  section  tranversale  consideree 
mene  par  le  centre  de  gravite  x  perpendiculai- 
Irie ;  nous  le  designerons  par  I,  de  sorte  que 

P 

deur  de  p  en  un  poinl  quelconque  de  la  piece. 
upe  M  est  constant;  si  donc  I  Test  aussi,  ce  qui 
le  cas  ofi  la  section  est  la  mSme  sur  toute  la 
nitivement  droite  se  courbe  suivant  un  arc  de 
E.[ 
^- 

ites  donnent  immediatemenl  la  charge  par  mii- 
)n  ou  a  la  compression)  de  la  fibre  longiludinale 
ir  rfa»  =  l,  on  a  en  effet 


=  E.X: 


_E. 


ition  de  plm  grande  charge.  —  Le  maxi 
insversale  donnee,  se  produil  eii  mfeme 
c'esl-a-dire  que  la  fil 
la  pluseloignee  del 
tres.  En  designant  \ 
maximum  relalives 
la  section  mn  situ^ 
de  cta',  on  voit  dor 
charges  a  la  tracti 
sionsontrespGctive 
les  formules 


Fig.  53 


)s  qui  ne  supposent,  en  aucune  fa^on, 
d'un  bout  a  Tautre  de  la  piece. 
plupart  des  raateriaux  employes  dans  1( 
Qle),  les  charges  maximum  admissibles  i 
ent  la  m6me  valeur  pour  la  traclion  et  1: 
onditions  il  suffit  evidemmeot  de  consi 
is  ci-dessus  qui  est  relative  a  la  plus  i 
t «'  (t)  par  exemple) 

B  =  !V 

que  nous  ferons  k  ravenir  pour  simpli 
It  dtre  bien  convenu  que,  pourdesmatier 
tleurs  ci-dessus  de  R  et  R'  doivent,rune  et 


-  Flezlon  produlte  par  une  foi 


t  de  la  diformation  produite.  —  Considi 
une  piece  droite  ou  presque  droite  Al 
!-la  sollicitee  par  une  force  normale  P  ag 
moyenne  et  contenue  dans  le  plan  de  s; 
10  dans  ce  cas  la  piece  flechit  comme  rindi 
luperieures  A'C'  s'allongent  tandis  que  ce 
e  plus,  si  Ton  trace  un  certain  nombre 


ruiation  elles  ne  sont  restees  ni  parfaitemenl 
males  aux  direclions  conslammenl  paralleles 


w 


Pig.  5* 


difference  est  faible  quand  la  deformation  de 
comme  cela  a  lieu  dans  la  pratique,  et  pour 

lererons  comme  nulle,  sauf  a  voir  bienlflt  ce 
en  tenir  compte. 

irons  comme  precedemment  deuz  sections 


?^ 


Tig.  55 

!s  mn,  nCfC  et  ecrivons  les  equations  d'equi- 
i  mn.  On  a  comme  lout  a  l'heure 

d»'  =  {p  +  <).  d? 

d»  p 

action  ou  de  compression  qui  sollicite  une 


E.dtt..- 


ojelant  toules  les  force 

2  E.  rftu.  -=  projectiot 

p 

n  etant  supposee  faibk 
eu  pres  droile,  P  reste 
nembre  de  cette  equati 
}  qui  donne 

S  E.  (iw.  -  = 


ligne  des  flbres  neutres 
de  gravite  des  sectioni 
des  fibres  moyennes  ( 

crire  mainlenanlladeu 
ierons  provisoiremenl 
les  momenls  par  rappo 

-  X  *=  Moment  de  P  =  i 

P  en  un  point  quelcom 
leformee. 

;e  R  par  millimetre  can 
Uent  par  la  relation 

R  =  E.  X=? 


P-  (L  -  X).  . 
I 


:  Momei 


plus  grande  charge.  — 
a  une  dislance  x  de  reni 
li  est  ia  plus  eloignee  c 
■  millimelre  carre  est  e^ 

ur  une  section  transver 


msversale  de  la  piece  est  la  meme  d'un 
it  celle  de  Tenca- 
our  celte  demiere 


les  valeurs 

ient  d'elaslicite  E.  '''B,  58 

its  qui  ont  le  m4me  allongement  ou  le 

iiderons,  dans  une  seclion  quelconque  mn 

Iremite  dc  la  piece,  un  poinl  e  eloigne  de 

y\  rallongenient  ou  le  raccourcissemenl 


Fig.  57 
rrespond  au  point  t  est,  comme  nous  le 


est  donc  donne  par  la  relation 
coiistant«  =  X 


.  (L- 


■En= 


,     E.  l.\ 
7=-- p- 
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1  est  conslant  d'un  bout  a  rautre  de  la 
■ndaat  aux  diverses  valeurs  (posilives 
-bole  equilatere  ayant  pour  asymptote 


-  Effort  tranoliant.  Sa  Taienr 
fl^ohisst 


113  ce  qui  precede  nous  n'avons  pas  et 
)  d'une  piece  droite  soumise  a  une  f 
^  reste  encore  a 

bre,  ceUe  qui 
de  toutes  les  l 
nuUe.  Cette  ^q 
ProjGClion  si 
appliquees  a 
de  P  sur  mn  z 
ou  sensibleme 
est  faible : 

Projection  st 
appliquees  a  la 
3  donc  que  les  forces  interieures  ne  s 
ction  mn  est  soumise  non  seulemen 
—  x),  mais  encore  a  une  force  de  ci$i 
designe  dans  ce  cas  sous  le  nom  d'ej 


rig.58 


3^ 


E 


9 

Fig.  59 

imenes  qui  se  produisent  ainsi  est  as 
e  nous  le  verrons  toul  a  rheure,  le  gl 
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d'une  maniere  uniforme  dans  toule  retendue  de  chaque  section  trans- 
versale ;  il  nous  sera  possible  cependant  de  formiiler  des  regles  prati- 
ques  assez  simples  permettant  de  tenir  compte  du  surcroit  de  fatigue 
qui  resulte  de  Teffort  en  question. 

Quelles  que  soient  les  forces  (contenues  dans  le  plan  de  symetrie) 
auxquelles  une  piece  est  soumise,  Teffort  tranchant  Q  qui  s*exerce  sur 
une  section  quelconque  du  troncon  de  gauche  V  est  evidemment  egal  a 
la  somme  algebrique  SP  des  projections  sur  mn  des  forces  exterieures 
appliquees  a  Tautre  troncon  V,  a  condition,  bien  entendu,  de  faire 
flgurer  dans  cette  somme  les  reactions  qui  sont  exercees  par  les  points 
d'appui  du  corps  et  qui  constituent  evidemment  des  forces  exterieures. 
Cet  effort  Q  peut  encore  se  determiner  d'une  autre  facon :  pour  la  section 
consideree  mn  du  troncon  V,  une  force  telle  que  P,  donne  en  effet 

Moment  P3  =  P3.  (a^  —  x) 

et  par  suite,  en  designant  par  M  le  moment  flechissant  total  qui  solli- 
cite  mn  (*), 

M  =  SP.  (a  — ar)  =  SP.  a  —  x.  SP 

On  deduit  immediatement  de  la 

dx 

et  comme 

Q  =  2P 

il  en  resulte 

la  demonstration  ci-dessus  etant  d'ailleurs  evidemment  valable  pour  le 
cas  011  les  forces  normales  P  sont,  non  pas  seulement  des  forces  isolees, 
mais  encore  des  forces  reparties,  uniformement  ou  non,  suivant  une  loi 
quelconque.  Ainsi  donc  Yeffort  iranchant  en  un  point  quelconque  d^une 
poutre  droite  soumise  a  des  forces  sittiees  dans  le  plan  de  symetrie  et 
normales  i  la  flbre  moyenne  est  ^gal,  en  valeur  absolucj  &  la  dMv6e  du 
moment  flechissant  en  ce  point  prise  par  rapport  d  tabscisse  comptee 
suivant  la  longueur  de  la  piice. 

(1)  Comme  toujours  le  moment  M  est  consid^r^  comme  positif  qoand  le  sens  de  la  rotation  a 
lien  de  ox  Ters  oy ;  quant  aux  forces  P  elles  sont  prises  positivement  ou  n^tivement  suiyant 
qa'elles  sont  dirig^es  dans  le  sens  de  Of/  ou  en  sens  contraire. 
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jopiance  de  ce  theoreme  nous  allons  en  donner  une 
lelrique  et  monlrer  en  meme  temps  qu'il  est  encore 
les  forces  precidentes,  sa-ns  ^tre  normales  d.  la  ftbre 
points  (Tapplication  situis  sur  celte  demiire. 
t  effet  un  tron^n  H  compris  entre  deux  sections 
lent  voisines  mn,  mV  et  supposons  d'abord  qu'il  ne 
soit  soumis  a  aucune  force  isolie  com- 
prise  de  mn  en  m'n',  mais  simplement  a 
"'  des  forces  qui  soient  des  fonctions  co«- 

y  tinues  de  labscisse  x,  par  exemple  uni- 

\formemeiit  reparlies  ou  soumises  a  loul 
autre  mode  de  distribution.  Appelons  p 
,  la  resultante  (infiniment  pelite)  de  ces 
efforta  normaux  et  remarquons  que  le 
tponcon  H  est,  comme  toujours,  en  equi- 
''  Ubre  sous  Taction  de  toutes  les  forces 

qui  lui  sont    appliquees  (forces    esle- 
,  rieuresp  etforces  inlerieures  provenant 

^     ^  des  tponcons  supprimes  V  et  V).  L'equa- 

tion  des  moments  prise  par  rapport  au 
loyenne  donne  donc 

;  des  foroea  j)  —  (Q  -f-  rfQ).  dx  —  (M.  +  dtlt)  =  o 

i  forces  p  cst  un  infinimenl  petil  du  second  ordre, 
s  fopccs  p  est  infiniment  pelile  ainsi  que  son  bras  de 
ne  raison  on  peut  laisser  de  c6le  dQ.  dx;  il  resle 

Q.  d»  =  —  dK 


s  annonee  (').  Lorsque  Q  =  o,  M  est  maximimi  ou 
t  constamment  nul,  la  fonction  M  se  reduit  a  une 

I  infiniment  mince  consideree  se  irouvait  une  force 
liant  varierait  brusquement  en  ce  poinl  el  deviendrait 

le  remarqaer,  la  dAinoiistratioii  qna  noas  TeaoDS  da  hire  esl  idenli- 

onton  pris  lar  une  pifece  caurba;  il  fsul  seuloment   remplBcer  dx  pir 

dM 

1,  de  sorlo  qn'on  ii  alora  Q— -r-  (§  183). 


T^ 
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Fig.  61 


ainsi  une  fonction  disconlinue  de  Tabscisse ;  mais  le  theoreme  pre- 
cedent  subsiste  de  chaque  c6te  du  point  d'application  de  la  force. 

Lorsque  les  forces  exterieuresp  appliquees  au  troncon  H  ne  sont  pas 
normales,  on  voit  de  suite  que  le  moment  de  leur  resultante  n*est  plus 
un  infiniment  petit  du  second  ordre,  car  il  comprend 
alors  le  terme  p"  x  ar  qui  est  du  premier  ordre 
puisque  lebrasde  levieraT  est  nne  quantite  flnie; 
le  raisonnement  fait  plus  haut  ne  subsiste  donc 
plus  et  le  theoreme  precedemment  demontre  n'est 
plus  exact,  a  moins  toutefois  que  lesforces  pn'aient 
leur  point  d'application  situe  sur  la  fibre  moyenne  ap ; 
dans  ce  demier  cas  en  effet  ar  est  egal  a  zero. 

Comme  exemple  de  la  particularite  precedente, 
on  peut  citer  le  cas   oii  la  piece  consideree  est 
soumise  a  une  serie  de  couples  infiniment  petits 
constitues    par  des   forces   plus  ou   moins  regulierement    reparties 
telles  que  celles  qui  sont  indiquees  sur  la  figure  62 :  Teffort  tranchant 
est  alors  en  effet  evidemment  nul 
en  tous  points  tandis  quelemoment 
flechissant,  constamment  variable, 
a  une  derivee  differente  de  zero. 

La  restriction  que  nous  venons  de 
faire  au  sujet  dela  direction  (qui 
doit  etre  normale)  des  forces  p,  n'a 
pas  sa  raison  d'etre  pour  les  for- 
ces  isolees ;  le  theoreme  ci-dessus 
n'etant  en  effet  applicable  que  dans  *^' 

Tetendue  d'un  tronconqui  n'en  contient  pas,  peu  importe  la  facon  dont 
elles  sont  situees  dans  le  plan  de  symetrie  de  la  piece. 


§  46.  —  Remarques  relatives  au  trao6  des  oourbes  des 
moments  fldohlssants  et  des  efforts  tranohants. 

Une  piece  droite  etant  soumise  a  un  couple  ou  a  une  force  normale, 
nous  avons  etabli  qu*on  a 

1^1=  M 


Ceci  pose,  soient  AX  et  AY  deux  axes  rectangulaires  quelconques 
auxquels  nous  rapportons  la  position  de  la  fibre  moyenne  deformee  HK ; 


ue  la  valeup  du  rayon 

de  courbu 

ee  par  rexpresaion 

-  y.   ," 

' — — — s2_ 

f 

;L;§^,]a~r:;;^ 

^ 

~"~    "'!?'"*-— ^"'~' 

^/k        D{ 

' 

■^       flexi. 

' 

droi, 

f 

santi 

forti 

,' 

de  si 

Fig.63 

as,  est  effeclivement  negligeabk 


-.^ 


vons  donc,  avcc  une  exactitudeh 
tique, 


M  =  E.  1.   5- 


e  inoment  flecliissant  relatif  a  1 

e  soit  la  direction  des  axescoord( 

ue  ta  eourbe  loume  sa  concavile 
n  fait  bien  connu  en  analyse.  Pou 

nou  seulcment  en  valem-  absolu 
nc,  dans  le  traci  de  la  courbe  des 
i  de  ta  concavite  formee  pap  la  fi! 

droite,  c'e8t-a-dire  du  cdte  oii  le  i 
uideri  tend  d  eourber  la  piice 
antc  de  la  direction  des  axes  coi 
t  soit  a  droite,  soit  a  gauclie  de  \i 

a  l'effort  Iranchant  Q,  les  valeu 

ns  oblenues  au  paragraplie  prec 
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■jiier  au  tron^on  V,  SP  elant  la  projeclion  sur 
ses  a  Tautre  troncon  V.  Or,  dans  los  Iraces  gra- 
■ts  tranchanta,  ce  que  nous  porterons  en  ordon- 


[=-SP. 
_  ,  JM 


dx 


Fi(,  M 


le  refforl  de  cisaillement  applique  a  la  aeclion 
^on  V  auguel  sont  appliguees  les  forces  P  (et  non 
ns  ces  conditions  les  expressions  algebriques 
iment  etre  changees  de  signe  el,  dans  cette  con- 
par  consequent 

Q  = 
Q  = 


-  SP 

"■  dx 


aucunc  ambiguilc  a  cet  egard,  pas  plus  que  sur 


M  =  +  E.I.S- 


lion  tout  a  Theure. 


de  Teffort  tranchant  dans  la  sectlon 
&  laquelle  il  est  appllqad.  OUssement 
longitndinal,  sa  yalenr. 


enant  de   voir  comment  reffort  Iranchant  se 

Iransversale  qu'il  lcnd  a  cisailler  {') ;  nous  nous 
Tuoyen  detourne  reposant  3ur  le  principe  de  la 

ipriMS  ea  Russie  par  le  ColoDel  GourBTski  qoi  oot  Bpptlj  l'*tlen- 
iMiUnce  dai  maUriani  et  qni  ont  permii  d'ea  donner  une  Mln- 
ei  dei  Ptmtt  »t  CKaiatin,  i»  Mmeatre  1856,  p .  338. ) 


§47 
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riciprocUi  des  glissements,  Nous  avons  vu  en  effet  (§  38)  que,  si  dans  un 
corps  un  element  plan  quelconque  infiniment  petit  AB  est  soUicite  par 

-j  une  force  tangentielle  <p,  un  second  element  AK 
perpendiculaire  a  la  direction  de  celle-ci  se  trouve 
necessairement  somnis  a  une  seconde  force  tangen- 
tielle  (p'  perpendiculaire  a  Fintersection  des  deux  ele- 
ments  et  egale  a  la  premiere  par  unite  de  surface. 

Dans  le  cas  actuel  un  element  quelconque  66'  pris 

dans  la  section  transversale  mn  est  soumis  aun  eflfort 

^*8-  65  ^Q  cisaillement  qui  est  une  certaine  fraction,  plus  ou 

moins  grande,  de  Teffort  tranchant  total;  Felement  longitudinal  aa'  per- 

pendiculaire  au  premier  est  donc  soumis  a  une  force  tangentielle  egale 

a  la  precedente  et  donnantlieu  aun  glisse- 
ment  longitudinal  des  fibres  les  unes  par 
rapport  aux  autres.  L'existence  de  ce 
glissement  peut  etre  mise  en  evidence 
par  quelques  experiences  bien  simples : 
soumettons  par  exemple  a  la  flexion  pro- 
duite  par  la  force  P  une  serie  de  pieces 
superposees  encastrees  en  AB ;  leurs  ex- 
tremites  libres  vont  se  disposer  en  gra- 
dins  C'D',  en  montrant  ainsi  d'une  ma- 
niere  bien  claire  Texistence  d'un  deplacement  longitudinal  des  diverses 
couches  les  unes  par  rapport  aux  autres.  Si  Ton  veut  empecher  ce 
dernier  de  se  produire,  ilfaut  faire  usage  de  clavettes  ou  de  boulons  tels 
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Fig.  67 

que  EF  et  avoir  soin  d'ailleurs  de  leur  donner  des  dimensions  suffi- 
samment  fortes,  sans  quoi  ils  se  briseront  comme  le  montre  rexperience. 
Pour  calculer  quelle  est,  en  chaque  point  d'une  section  transversale 
quelconque,  la  valeur  de  cette  force  de  glissement  longitudinal,  imagi- 
nons  que  la  piece  soit  decomposee  en  une  serie  de  couches  minces 
superposees  dont  les  plans  de  separation  soient  perpendiculaires  au 
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paralleles  a  la  fibre  moyenne,  comme  on  le  voit  sur 
e  isolons  par  la  pensee  un  pelit  elemenl  de  fibre 
el  de  longueur  dx;  la  portionV  de  la  piece,  situee 


videmment  sur  lui  une  traction  longiludinale  /  qui  est 
la  tension  de  la  fibre  bd  au  point  6 ;  on  a  donc  (§  44) 


u  point  6  a  la  fibre  neulre  a 
it  que 


;e  elementaire  deT  est  soumise,  de  la  part  de  la  por- 
ine  traction  longitudinale  f  qui  a  pour  valeur,  en 
tion  de  la  pUce  soit  constante  (f un  bout  d  fautre  et 
t  la  seule  quantiti  variable  guand  on  paise  de  mn 


n  appelant  Q  Teffort  Iranctiant  qui  a'exerce  dans  la 
consideree 

-Q 
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Ceci  pose,  pour  savoir  quelle  est  au  polnt  b  et 
la  force  lotale  de  gUssement  qui  resulte  de  ractioi 
la  piece  sur  la  porlion  inferieure,  nous  n'avon3  evi 


Fig.  68 

sommedes  acUonstangentieUestellesque  ('—  (qi 

b,  6„  b, compris  depuis  b  jusqu'en  m;  nous  a\ 

de  la  resultante  cherchee 


/?• 


.  dm.  dx  = 


dx. 


■f' 


f' 


Gette  force  est  appliquee  a  un  rectangle  ayant  ] 
geur  l  de  la  piece  au  point  b;  la  fopce  de  glisseii 
face  (par  millimetre  carre)  esl  donc  (') 

UU'  6tant  la  section  transversale  constanle  de 
le  moment  de  la  surface  S  par  rappo 
le  centre  de  gt 
m  rement  au   pl 

valeur  est  natu 
qu'on  considerf 
prenne  la  porl 
puisque  Vintef 
■c'       dant  al'en8eml 
,        est  egale  a  zer 
On  voit  facil 
r  e.dm,  nuUe 


(1)  C«i  sappcss  que  li  force  de  glisBemsDt  se  r^parlit  uniformi 
btnde  horizonltle  I.  dia,  te  qni  n'est  nullemeat  prourj ;  mKia,  sl  1 
gtndifs  en  pratiqoe,  1«  iBrgeur  I  est  giniralemenl  bible,  on  contoil 
ner  des  r^nlUts  sunBaamment  cxtcti;  il  but  eepend^nt  «Toir  soii 
desius  qn't  das  pitees  de  peu  de  lareeur. 
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est  maximum  au  centre  de  gravite  G  silue  sur 
(rennes;  ilen  est  de  meme  de  rexpression  j- 
Bur  l  de  la  piece  n'aille  en  augmen- 
jns  le  voisinage  de  cette  region  cen- 
pas  lieu  dana  la  pratique  oii  l'on 
e  d'evider  pres  de  l'axe  les  pieces 
[i;  par  consequent,  a  inoins  de  cas 
)gues  par  exeraple  a  celui  de  la 
sements  sonl  maximum  sur  la  ligne 
es  et  diminuent  a  mesure  qu'on 
emiere. 

calculee  plus  haut  donne  reffort  de  glissement  par 
li  s'exepce  en  un  point  donne ;  il  importe  de  remar- 
ssi  avoir  besoin  de  connaitre  la  valeur  de  cet  efTort 
e  surface  mais  par  millimetre  eourant,  c'est-a-dire 
^tangulaire  ayant  la  largeur  /  de  ia  piece  et  une  lon- 
Ire.  U  esl  clair  que  celle  force  est  egale  a 
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est  utile  a  connaitre  dans  un  certain  nombre  de  cir- 
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jmple  lorsqu'on  a  aflfaire  a  des  pieces  presentant  des 
tdinaux  comme  ceux  de  la  figure  72  (■);  il  faut  alors 
mprise  dans  la  longueur  d'un  plein,  de  g  en  A,  soit 
a  la  force  de  glissement  qui  se  produit  sur  la  longueur 
lein,  c'est-a-dire  a 


',?,/.... 


iU  se  pt^senlereit  li  1»  secUon  (ransTenale  de  !■  ponlre  flfchie  JUil  un 

ameat  des  applicition»  dins  las  problimes  tnilia  &tn  pangnphes  51 


ce  qui  donne  pour  valeur  de  la  charge  par  millir 
conservee 


A/'- 


c'est  d'ailleurs  ce  qui  esl  evident  apriort. 

L'elude  qui  precede  se  rapporte,  comme  nous 
au  cas  d'une  poutre  ayant  m4me  section  sur  to\ 
condition  n'est  pas  remplie,  le  probleme  se  p 
beaucoup  plus  compliquee  parce  que  dans  la  re 


!.dt> 


M 


e,  da>  el  I  varient,  dans  ce  cas,  d'une  seclion  tra 
m^me  temps  que  M  et  l'expression  qui  donnerai 
alors  singiilierement  plus  compliquee.  On  trouv 
sant  d'une  deterniinalion  de  ce  genre  dans  le  Ci 
qu^ede  Bresse,  troisieme  edition,  page  76. 


§  48.  —  AppUoation  de  la  formule  du  glls 
&  qnelqnes  oas  partlooliers  de  pldces  A 


1°  Calculons  la  force  de  glissement  longltud 
poutre  horizontale  a  section  rectangulaire  de  1 


Tune  de  ses  extremites  et  chargee  a  Tautre  d'un 
d'une  section  Iransversale  mn,  cette  force  par  m 
a  (§  «) 


"r.f 
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Les  difTerentes  valeurs  de  cette  expression  sont  donnees  par  les  ordon- 
n^esd'unecourbetelle  que  J  J' J";  le  maximum,  quiseproduit  k  la  ligne 
des  fibres  moyennes  est  4gal  a 

8    P 


c'est-a-dire  qu'en  ce  point  il  esl  une  fois  et  demie  plus  grand  que  si 
refforl  traachant  P  se  repartissait  d'une  maniere  uniforme  dans  toule 
relendue  de  la  section, 

*•  Conaiderona  un  fer  a  double  T  a  ^ 

brancbes  egales  o«  une  poutre  rec- 
langulaire  creuse  dans  lesquels  Te- 
paisseurdel'Ameet  celledes  semeQes 
sont  faildes  par  rapporl  a  la  hauteur 
totale,  eorome  cela  a  lieu  dans  la 
pralique.  La  force  de  glissement  par 
miUimetre  carre  produilepar  la  charge  *' 

V  esl  donnee,  comme  precedemment,  par  rexpression  {$  47) 


P   p" 


qa'U  est  factle  de  calculer  pour  un  point  situe  a  une  distance  quelconque 
de  Faxe  na.'  passant  par  le  centre  de  gravite.  On  reconnait  sans  peine 
que  sa  valeur,  tres  faible  de  a  en  b,  augmente  brusquement  a  partir  de 
ce  poinl  pour  rester  ensuile  a  peu  pres  constante  jusqu'en  c,  comme  on 
le  voit  sur  la  courbe  JJ'J".  Le  glissement  longitudinal  est  donc  a  peu 
pres  nul  dans  les  semelles  et  presque  conatant  sur  loute  la  hauteur  de 
Tarae  ;  dans  la  pratique  on  peut  admellre  qu'il  en  est  rigoureusement 
ainsi,  ce  qui  conduit  a  la  regle  pratique  suivante :  dant  lea  pUces  d  dme 
fortement  itidie,  comme  les  fer»  d  T,  dans  lesquelles  1'epaisseur  de 
Cdme  ei  des  semelles  est  petile  par  rapport  &  la  kauteur  tolale,  le  glitse- 
metU  longitadinal  etpar  cottseguent  Veffort  Iranchant  peuvent  4tre  con- 
tidiris  comme  t'exer^ant  uniquement  sur  Cdme  et  s'jf  ripartissant  cCune 
maniire  uniforme  (')- 
3°  Une  elude  toul  a  faltsemblableacellesqui  precedenlestappUcable 

(1)  11  Mt  bcils  de  Toir  qoe  li  m«me  coaelniion  peut  Mn  idmise,  sb  moiai  &  titre  approximtiir 
pnr  lei  piie»  k  tHM  jrldie  de  soelion  vtrisble,  on  da  moiiu  poar  cellei  qu'on  rtncontm  giti6- 
nlvBMt  dMi  H  pnti^  :  reffort  tranclraaf ,  tontmnt  hI  k  la  hee  enp^riaan  «1  h  i»  ht»  inli- 
rieme  (g  3S),  reste  Ikible  dana  toole  1*  lunbnr  dee  eeaeliee  «n  r>i»on  lis  lenr  pen  d'AiKiiWBr,  et 
il  ne  Tiria  fu  beaBconp  de  Tileor  sor  loule  Ii  hantenr  de  rinie. 


•^/ 
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a  une  surface  quelconque  et  ne  presente  aucune  difficulte;  s'il  s'agit 
par  exeraple  d'un  cylindre  creux  ayant  une  forme  circulaire,  elliptique, 

rectangulaire,  etc,  et  dont 
Tepaisseur  peut  d'ailleurs  etre 
variable  d'un  point  a  Tautre 
d'une  meme  section  transver- 
sale,  on  trouyera  quela  valeur 
du  glissement  longitudinal  est 
donnee  par  une  courbe  telle 
que  JJ'J"  dont  les  ordonnees, 
nuUes  aux  extremites,  sont 
evidemment  maximum  au  milieu  si  Tepaisseur  est  constante. 


Fig.  75 


§  49.  —  D^termination  de  la  forme  ezaote  que  prennent 
les  sections  transversales  d'une  pi6ce  fldchie 
par  une  force  normale. 


Comme  nous  Tavons  dit  (g  44),  Fexperience  montre  que,  lorsqu'une 
piece  droite  est  flechie  par  une  force  normale,  les  sections  transversales 
primitivement  planes  restent,  apres  la  flexion,  sensiblemeni  planes  et 
normales,  mais  on  doit  comprendre  maintenant  qu'il  ne  saurait  en  etre 
rigoureusement  ainsi.  Si  Ton  se  reporte  en  eflfet  a  Tune  des  remarques 
faites  a  propos  du  glissement  (§  39,  fig.  46),  on  verra  que,  toutes  les 
.ois  qu'il  se  produit  un  glissement  i,  la  section  transversale  et  la  fibre 
longitudinale  deformees  font  en  ce  point  un  angleegal  a  90*"  — i;  in'e- 


Fig.  76 

tant  pas  constant  sur  toute  la  hauteur  de  la  piece  fleehie  (§  47),  il  en 
resulte  forcement  que  les  sections  transversales  primitivement  droites 
se  courbont  d'une  facon  plus  ou  moins  prononcee. 
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Si  ron  a  affaire  par  exemple  a  une  piece  rectangulaire  flechie  par  une 
force  normale  P,  le  glissement  t,  forcement  nul  sur  les  faces  libres  Q 
AC,  BD  augmente  graduellement  a  mesure  qu'on  se  rapproche  de  la 
fibre  moyenne  HK;  les  sections  transversales,  prinativement  planes, 
vont  donc  se  courber  en  forme  de  doucine,  elles  couperont  AC  et  BD 
sous  un  angle  de  90®  et  presenleront  un  point  dlnflexion  sur  HK.  11  re- 
sulle  d'ailleurs  de  Texpression  meme  qui  donne  la  valeur  de  la  force  de 
glissement  que,  dans  le  cas  actuel  oii  Teffort  tranchant  est  constant, 
celle-ci  est  independante  de  la  position  de  mn;  toutes  les  sections 
Iransversales  vont  donc  se  transformer,  sous  Taction  de  la  force  P,  en 
courbes  identiques  comme  Tindique  lafigure  76  (*).  Gomme  consequence 
11  convient  de  noter  ce  resultat  remarquable,asavoirquelesportionsde 
fibres  bdyde....  comprises  de Tune  a Tautre  ont  precisement  la meme  lon- 
gueur  et  par  suite  les  dilatations  et  les  raccourcissements  sont  aussi  les 
raemes  que  dans  Thypothcse  precedemment  admise  de  la  conservation 
de  la  forme  plane  des  sections  dans  une  poutre-  flechie  par  une  force 
normale. 

S'il  s'agit  d'une  piece  fortemeut  evidee  comme  les  fers  a  double  T 


ui 


M 


^m 


-i}' 
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Fig.  '7 
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(i)  Les  faces  AG  et  BD  sont  dites  libres,  parceqa'elles  ne  sont  soumises  k  aucane  force  extd- 
rienfe. 

(2)  n  coBTient  cependant  d'ajouter  que  cette  transformation  de  lignes  droites  en  courbes  infl^- 
cbies  n'a  pas  lieu  pour  certaines  sections  trfts  exceplionnelles,  par  excmple  dans  le  cas  ot  an 
obstacle  absolu  et  insurmontable  s'y  oppose.  Si  on  imagine,  par  exemple,  que  la  poutre  consid^rte 
soit  scellte  et  soadte  dans  son  encastrement  SS'  de  telle  faQon  qu'aucun  d4placement  ne  puisse  s^y 
prodoire,  la  seetion  AB  reste  alors  forc^ment  plane  et  c*est  par  une  s^rie  continue  de  transitions 
rtparties  sur  une  petite  longueur  Hp  que  se  fait  le  passage  d'une  forme  h  Tautre.  Quant  k  ce  qui 
so  passe  de  AB  en  uu*,  on  ne  le  sait  pas  et  on  ne  le  saura  probablement  }amais  d'une  ipani^re 
math^matiqoement  rigonreose,  ear  cela  d^pend  d'int^grations  qui  seront  peut-^tre  toajoars  impos- 
sibles.  PouT  qoe  cette  ind^ision  ne  puisse  6tre  une  cause  de  mteomptes  pour  les  constructeurs, 
il  sulBra  que  cenx-ci  calculent  les  dimensions  de  leors  pitees  dans  l'un  et  rautre  des  deux  modes 
ded^formations  (forme  plane  et  forme  infl6chie  de  AB),  et  qu'ils  adoptent  les  plus  fortes  qui 
i^snlteront  des  deox  genres  de  calculs. 

Une  remarque  analogue  est  applicable  h  l'extr^mit6  libre  de  la  pitee;  la  forme  de  la  section  CD 
ddpend  ^Tidemment,  d'ane  fsQon  essentielle,  du  mode  d'appUcation  de  la  force  P  ou,  plus  g^n^ra- 
lement,  des  forcesdont  la  r^sultante  nst  P;  seulement,  comme  tout  k  rheure,  k  une  petite  dii- 
tance  de  CD  les  choses  se  r^glent  toujours  d'elles-mdmes  de  la  mdme  facon,  c'est-&-dire  que  trfts 
prte  de  CD  on  a  la  forme  en  doucine  dont  il  viont  d'6tre  question ;  c'est  Ik  une  remarque  d'un 
caractire  g4n6ral  qui  a  61A  d^jii  faite  au  commencement  de  ce  Trait6  (§  3). 
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dont  il  a  ete  question  plus  haut  (§  48),  le  glissement  i,  a  peu  pres  nul 
dans  Tepaisseur  des  semelles,  a  une  valeur  presque  constante  sur  toule 
la  hauteur  de  Tame  '^  une  section  primitivement  plane  prend  donc  une 
fonne  telle  que  abcd  composee  d'une  partie  sensiblement  rectiligne  be 
se  recourbant  brusquement  a  angle  droit  avec  les  fibres  longitudinales 
en  ba  et  cd.  Quelle  que  soit  la  section  de  la  piece  consid6ree,  c'est 
d'ailleurs  toujours  par  le  calcul  du  glissement  longitudinal  queTonpar- 
viendra  a  se  rendre  compte  de  la  deformation  que  subissent  les  sections 
transversales. 
A.vant  de  terminer  ce  qui  concerne  ce  sujet,  nous  ferons  remarquer 

que,  si  la  fiexion  est  produite  non  pas 
par  une  force  mais  par  un  couple  comme 
au  paragraphe  43,  reflfort  tranchant  et 
par  suite  le  glissement  longitudinal  est 
nul  en  tous  les  points;  dans  ce  cas  et 
dans  ce  cas  seulement  (la  section  de  la 
piece  elant  d'ailleurs  constante  d'une 
extremite  a  Tautre),  les  sections  trans- 
versales  restent  planes  et  normales ; 
elles  concourent  toutes  au  centre  de  rarc 
de  cercle  HK  forme  par  la  fibre  moyenne 
apres  sa  deformation. 
Les  considerations  qui  precedent  permettent,  comme  on  le  voit,  de 
se  rendre  un  compte  exact  des  phenomenes  qui  se  produisent  pendant 
la  flexion  et  qui  ont  ete  envisages  pendant  longtemps  d'ime  maniere 
erronee ;  Thonneur  de  les  avoir  mis  en  lumiere  revient  a  de  Saint-Venant 
dont  nous  n*avons  fait  que  resumer  sur  ce  point  et  d'une  maniere  ^e- 
mentaire  la  savante  analyse. 


Y 
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Fig.  78 


§  $0.  —  Calciii;de  la  r^sistance  des  piftoes  fltehies^ 
en  tenant  compte  de  reffort  trancliant  et  du  gUssement 

longitudlnal. 


ir-' 


Une  piece  ABCD  etant  flechie  par  une  force  normale  P,  nous  yenons 
de  montrer  qu'en  un  point  donne  il  se  produit  non  seulement  un  allon- 
gement  ou  une  compression  de  la  fibre  longitudinale,  mais  encore  un 
gUssement  dont  nous  savons  mainlenant  evahier  la  valeur.  Pour  avoir 
la  fatigue  reelle  au  point  considere,  il  faudrait  donc  en  realite  combiner 
ces  deux  deformations  Tune  avec  Tautre  et  determiner  quelle  est  la 
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charge  maximutn  qui  en  resulle ;  nous  nous  occuperons  de  ce  probleme 
en  parl^t  de  la  Resistance  composee;  mais,  dans  le  cas  de  la  flexion 
ordinaire  et  avec  les  formes  generalement  adoptees,  cette  rectierctie  ne 
presente  pas  dlnter^t  pratique  et,  sauf  quelques  cas  tout  a  fait  ezcep- 
(ionnels  oii  les  sections  sont  assujelLies  a  rester  planes  {%  127),  le  caicul 
des  pieces  flecbies  peut  se  faire  d'une  maniere  plus  simple.  Nous  ve- 
nons  de  voir  en  eCTet  que,  dans  une  section  transversale  pouvant  s'in< 
flecbir  librement  comme  c'e8t  le  cas  general,  les  parties  oii  lesaUonge- 
menta  et  les  raccourcissements  sont  les  plus  grands  sont  precisement 
celles  oii  il  n'y  a  pas  de  glissenient  longitudinal  et  par  suile  d'efforl 
trancbant;  si  l'on  considere  au  contraire  tes  poinla  silues  sur  la  ligne 
des  Gbres  moyennes,  ta  flexion  proprement  dile  ne  leur  falL  eprouver 
aucune  fatigue,landisqu'eii  revanche  c'estta  que  te  cisaillement  s'exerce 
avec  le  ptus  d'intensite;  on  concoil  donc  que,  pour  s'assurer  qu'une 
piece  fl^chie  par  une  force  normate  se  trouve  dans  de  bonnes  condilions 
de  securite,  it  suffise  avec  tes  formes  usueltes  : 

1'  de  calcuter  ta  charge  a  ta  traction  et  a  la  compression  des  fibres  les 
plus  etoignees  de  Taxe, 

2*  de  detemiiner  sur  ta  fibre  moyenne  la  ctiarge  due  au  gtissement 
lon^tudinal, 

et  de  9'as8urer  ensuile  qu'aucune  d'eUes  ne  d^passo  les  Ifmites  admises 
dans  ta  pratique  ('). 

Apptiquons  ces  regtes  simples  aux  cas  qu'on  rencontre  le  plus  habi- 
luetlement. 

].  —  Loraque  la  section  de  la  piece  consideree  est  pteine  et  que  sa 
hauteur  est  petile  par  rapport  au  bras  de  tevier  de  ta  force  fiechissante, 
il  est  facile  de  reconnaitre  que  les  elTorls  de  cisaillement  ont  ators  trop 
peu  d'importance  pour  elre  a  craindre;  on  peut  donc,  dans  ce  cas,  lais- 
ser  at>8otument  de  c6te  1'efforl  tranctiant  et  ae  borner  a  constater  au 
moyen  de  ta  formule 


R: 


HonieQt  fldchiBsant  X  « 
:  j 


(1)  Cm  eoDsid^liow  lU  prouTflnl  pu,  d'uD«  maDiire  ■bMloa,  qa'enti«  Im  Sbru  eitrfmM  el 
)■  Ibre  mofsniu  II  oe  t^en  Ironie  pa*  d'aatrei  ■uppDrUnt  une  cbarge  plui  rorte  qoe  eellee-el; 
e*«>t  Mpeudint  ce  qui  ■  liea,  au  moin»  aoec  le»  (wmM  it  uetiom  habitutUement  tmployiti 
(g  47)  «I  cela  qnellfl  qoe  mII  i^  (■leur  da  bras  de  lerier  de  !■  forae  fltehisMnle.  S'll  «'igil,  pir 
exempla,  d'une  ■eclion  rMlingaliirG  eu  circalsire,  de  Ssinl-Venant  i  monlrt  qae,  la  bru  de  laiier 
klluit  indtBDimenl  en  diminanDt  k  p^rlir  d^ana  Tslaar  initiele  su«i  gr^nda,  te  muimDin  de  chDrge 
reete  d'iboTd  untonnd  t  !■  lurbce  puii  pasM  Wutquement  t.a  ewArt;  eetla  propriStJ  remir- 
qnable  jaitlfle,  la  moint  paur  lei  Hctions  an  qoestion.  raMerlloo  jmlw  cj.deu<».  (Volr  In  THT- 
fiDD  dMfn-iimM,  jnr  deSainUVen^nt,  p,  t^i.) 
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harge  maxiinum  U  des  fibres  les  plua  eloignees  de  Taxe  ii'atteint 
valeur  dangercuse. 

La  piece  etant  toujours  supposee  pleine,  mais  elant  sollicitec 
force  dont  le  bras  de  levier  esl  tres  faible  {environ  trois  fois  la 
et  au  dessous),  la  fatigue  maximum  cesse  brusquement  de  se 
e  a  la  surface,  comme  iious  venons  de  le  dire,  et  ce  sont  les 
ilues  sur  la  fibre  moyenne  ou  dans  son  voisinage  immediat  qui 
plus  charges ;  il  faut  donc  alors  calculer  pour  celle-ci  la  valeur  du 
ent  longitudinal^')  afin  de  s'assurer  que  la  piece  n'est  pas  sou- 
un  effort  trop  considerable, 

-  Si  Ton  a  affaire  a  une  piecc  evidee  telle  qu'un  rail,  une  poutre 
elc,  le  glissement  longitudinal  pcut  donncr  lieu,  dans  la  partic 
i  peu  epaisse,  a  une  fatigue  dangereuse  et  il  y  a  lieu  en  conse- 


s'asBurer,  comme  tout a  rheurc,  !.«  i<.^j^,.  v.^.»  .^.^.1..^^.. j— 

iharge  R  des  fibres  les  plus  eloignees  de  Taxe  ne  depasse  pas 
urs  admises  dans  la  pralique; 
verifier  qu'i!  ne  se  produit  p.is  de  ghssement  Irop  conside- 
livant  la  lignc  des  fibres  moyennes,  c'est-a-dire  que  la  charge 

-.  f     e.dii>  n'est  pas  trop  forte  pour  un  effort  de  cisaillement. 

-  Dans  le  cas  oii  la  piece  soumise  a  un  effort  de  flexion  se  compose  de 
deux  semelles  minces  reunies  par  une  ame  peu  epaisse 

Econnnc  lesfersaT  ou  lespoutres  tubulaircs  ordinaires, 
nous  avons  vu  que  cette  ame  peut,  dansla  pratique, 
etre  consideree  comnie  resistant  seule  a  refifort  tran- 
cliant  Q  qui  se  repartit  a  peu  pres  uniformement 
U-'  dans   toute  sa  surface  (§  48);  si  donc  on  appelle  A 

*  '^  sa  hautcur,  on  n'aura  rien  a  craindre  de  reBfort  Iran- 

(t  par  consequent  du  glissement  longitudinal  quand  le  quolientj^ 

lassera  pas  le  chiffre  admis  pour  la  charge  maximum  pap  milli- 

;arre  relalive  au  cisaiCement.  II  est  d'ailleurs  facile  de  reconnaitre 

Q    ni 
on  veul  calculer  dans  ce  cas  rexpression  r-.J  i  e.dm,  on  trouve 

nsiblement  j-^ ;  c'cst  le  resultat  auquel  on  devait  evidemmenl 
.  Nous  pouvons  donc  dire  que,  dans  le  cas  dc  pieces  analogues  a 

ame  oa  Ib  sail,  eeUe  valeur  ut  igilB  i  t-,J     e.  du,  c  fitanl,  daiu  1a  Mctiop  treiis- 
Etuiiddr^,  Ib  dislanca  du  centre  de  graiild  ti  la  fibre  qui  bd  est  la  pliu  tioipi^. 
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celles  oii  la  raaliere  est  concentree  dans  deux  seiiielles  reunies 

ou  plusieurs  ames  relativement  Iiautes  et  peu  epaisses,  on  devra  s 

1"  que  les  seinelles  sont  capables,  a  ellea  seules,  de  resiste 

eCTorls  de  traclion  et  de  conipression  egaux  a  — r-' 

f  que  Vime  peut,  aelle  seule,  resisler  a  reffort  de  glissemon 

Dans  les  calculs  de  resistance  des  raateriaux  relatifs  aux  piec 
lablement  flechies  (et  non  pas  plutAt  cisaillees  que  flecliies  comi 
ie  cas  n'  II),  on  omet  souventde  verifierqu'eIlesn'ont  rien  aredc 
glissement  longitudinal ;  cela  tient  d'une  part  a  ce  que,  dans  le: 
fortement  evidees  el  d'une  liauteur  relativement  grande  comme 
a  T,  on  est  force,  pour  se  niettre  a  Vabriiu  deversetnentou/lam 
de  donner  a  Tame,  dans  les  lypes  usuels,  une  epaisseur  plus 
qu'il  n'esl  necessaire  pour  resister  a  l'effort  tranchant;  lelest  le 
mene  qui  se  produit  pour  les  anciens  rails  en  fer,  mais  ce  se 
erreur  de  croire  qu'il  doit  toujours  en  etre  ainsi,  Si  Ton  etu 
esemple  ce  qui  se  passe  dans  certains  rails  d'acier  ou  le  champ 
ele  sensiblement  augmente  de  volume  aux  depens  de  Tame,  oi 
que  le  demaigrissement  de  cette  derniere  a  ete  pousse  a  un  p 
qu'elle  arrive  a  travailler  par  cisailleraent  presque  autant  que  li 
cbampignon  et  le  patin  partraclion  et compression ;  onjnesaura 
sans  danger,  aller  plus  loin  dans  cette  voie,  et  le  calcul  que  mv 
indique  est  necessaire  pour  montrer  oii  il  convient  de  3'apreter 
pas  depasser  les  limites  imposees  par  la  securite  ('). 


§  51.  —  Galcul  des  tOles  et  des  rlvets  d*ime  pout 
d'assemblage  de  section  oonstante. 


Comme  application  de  ce  qui  precede,  proposons-nous  de  cali 
echantillons  d'une  poulre  en  tflle,  de  grandes  dimensions,  forra» 
reunion  d'un  ccrtain  nombre  dc  pieces  assemblees  ct  ayanlpar^ 
la  disposition  d'ensemble  indiquee  par  la  figureSO.  Nous  suppos 
rameestmince  et  haule  el  qu'eUe  a  un  momenl  d'inertie  tre 
par  rapport  a  celui  des  semelles  dont  la  hauteur  est  elle-men: 
petite  en  comparaison  de  celle  de  lapoutre;  eiifin,  pour  fixer  le 

(\)  Veit  le  Trottf  iM  Ckemitu  de  fer,  ds  Couehe,  bme  111,  p.  803. 


nsidererons  le  cas  ofi  U  piece,  encastr^e  ii  ruiie  de  ses  eztre- 
st  flecliie  a  raulre  par  une  force  normale  P  ^ont  le  braa  de  levier 


s    s      s    s 


-j"t~^' 


rig.  80 


cul  des  semeUef.  —  Nous  savons  que  les  semelles  (tdles  et  cor- 
lBC)  peuvent  etre  considerees  comme  tra%'aillant  uniquement 
a  traction,  l'autre  a  la  conipression,  et  la  cliarge  par  milliraetre 
i'elles  subissent  est  donnee  par  la  relation 

P.  L.  S 


la  section  de  chacune  des  semelles  ABC,  on  a  aensiblemenl 


R: 


P.  L 

"  Q.A 


L  qui  permet  de  delerminer  Q  et  A  de  telle  facon  que  la  valeur 
depasse  pas  la  cliarge  masumum  par  millimetre  carre  qu'on 
ourla  traction  ou  la  compression. 

oul  de  fdfne.  —  [,'6me,  d'epai88eur  /  ot  d'une  hauteur  6gale 
aA',  peul  etro  consideree  comme  soumiRO  k  rofforl  tranchant  P 
imont  reparli  (f  80);  elle  est  donc  aouinJBO  a  une  force  do  cisail- 
ont  la  valeur  par  millimelrG  carr^ 


R"  = 


l.k' 


pas  depasser  1<»  chiffre  de  swurile  admis  pour  les  phenomenes 

'mpiil. 


k 
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3**  Calcul  des  rivets  des  semelles.  —  Les  rivets  S  qui  reunissent  entre 
Glles  les  diverses  pieces  superposees  composant  les  semelles  ont  a  resis- 
ler  a  un  effort  de  glissement  longitudinal  dont  la  valeur  par  millimetre 
courani  de  la  longueur  de  la  poutre  est  egale  a  (§  47) 


\  ou  sensiblement 

P 

h 

Si  donc  on  appelle  n  le  nombre  de  files  de  rivets  (4  dans  la  tigure  80), 
d  leur  diametre,  8  leur  ecartement  de  centre  en  centre,  et  si  Ton  remarque 
qu'ils  ne  travaillent  chacun  que  par  une  section,  on  a,  en  ecrivant  Tequi- 
i  libre  du  systeme  pour  une  longueur  l  de  la  poutre, 

R"  etant  la  charge  de  securite  admise  pour  le  cisaillement.  Si  Ton  se  donne 
arbitrairement  l  en  fonction  de  d,  cette  derniere  quantite  se  dedult 
immediatement  de  la  relation  ci-dessus. 

4^  Calcul  des  rivets  servant  d  Va%%emblage  de  Vdme  avec  les  semelles.  — 
Ces  rivets  U,  qui  travaillent  par  deux  sections,  sont  soumis  a  un  effort  de 
glissement  longitudinal  qui,  sur  une  longueur  de  1  millimetre  de  la  poutre 
s'eleve  a 


ou  sensiblement  a 


P 

h 


Leur  diametre  dC  et  leur  ecartement  de  centre  en  ccntre  V  sont  donnes, 
eomme  tout  a  Theure,  par  Tequalion 

5«  X  J.  ^.  ^r»  X  R"  =  I  X  B' 

5**  Calcul  des  rivets  du  couvre-joint  longitudinnl.  —  Supposons  Vkme 
assez  haute  pour  qu'on  soit  conduit  a  la  faire  en  deux  pieces  reunies 


§52 
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par  un  couvre-joirit  double.  Chacune  des  files  V  des  rivets  de  celui-ci 
doit  resister  a  un  eflfort  de  glissement  longitudinal  qui  s*eleve  par  milli- 
metre  courant  a 

h 
•2 


y  /      e.  dia 

1  *'  0 


ou  sensiblement  a 


P 

h 


Ces  rivets  travaillant  par  deux  sections  puisquQ  le  oouvre-joint  esl 
double,  on  a 

2  x}^.rf"^X  R"=f  X  5" 

4  h 

Les  calculs  que  nous  venons  de  faire  montrent  la  marche  a  suivre  dans 
les  diflferents  cas  plus  ou  moins  varies  qui  peuvent  se  presenter  dans  la 

pratique.  Dans  plus  d*une  circonslance  la  valeur  des  integrales  /  e.dia 

pourra  s*obtenir  d'une  maniere  suffisamment  exacte  par  des  procedes 
approximatifs  analogues  a  ceuxque  nous  avons  employes;  si  Ton  juge 
que  cette  simplification  n'est  pas  possible,  on  devra  evaluer  exactement 
chacune  de  ces  expressions  qui  represente  simplement  le  moment  d'une 
surface  par  rapport  a  la  iigne  des  fibres  moyennes  de  la  piece ;  dans  ce 
cas  on  prendra  egalement  pour  I  sa  valeur  veritable. 

II  convient  de  remarquer  que,  dans  Texemple  que  nous  avons  traite, 
l*eflfort  tranchant  est  le  meme  d'un  bout  a  Tautre  de  la  poutre ;  s'il  n'en 
est  pas  ainsi,  et  c'est  ce  qui  arrive  dans  une  foule  de  circonstances 
(charges  multiples,  charges  uniformement  reparties,  etc),  les  propor- 
tions  theoriques  du  rivetage  ne  sont  pas  les  memes  d'une  extremite  a 
Tautre  de  la  piece,  mais  leur  etude  pourra  toujours  se  faire  de  la  meme 
fa^on. 


§  52.  —  Calcul  des  pi6ces  d'assemblage  r^unissant  plusieurs 

poutres  superposdes. 


Supposons  que  nous  ayons  plusieurs  poutres  superposees  flechies  par 
une  force  normale  P  et  voyons  quelles  sont  les  dimensions  des  clefs 
d*assemblage  qu*il  faudrait  interposer  entre  elles  pour  les  rendre  soli- 
daires  et  les  faire  travailler  comme  une  piece  unique. 


Apres  ce  qui  a  ete  dil  precedeniment,  ce  calciil  ne  presente  pi 
difScultes :  la  clef  M  par  exemple  dolt  en  eflfet  resister  a  la  fopce  de  i 


lemenl  ou  de  glisscmeTit  longitudinal  q  qui  se  produit  sur  la  loiigu 
corpespondant  a  l'ecartenieiit  des  clefs  ct  qui  esl  egale  a  (§  47) 


j  =  *X 


Si  donc  on  appelle  b  la  largcur  de  la  clef  considepee  et  l  sa  long 
egaie  a  la  largeur  de  la  poutre,  on  a,  poup  detennincp  les  dimen 
cherchees,  rcquation 

b.  /  X  R"  -  5.  \-Jl^  e-  du> 

R"  etantla  charge  de  securite  admise  pour  le  cisaillement. 
On  remarquera  que,  si  Teffort  tpanchant  osl  conslant,  les  clefs  i 
lueme  file,  supposees  egales,  doivent  etre  equidistantes. 

Si  Ton  examine  de  plus  pres  tes  phenomenes  qui  se  produisent, 


k 


ES-J 


.h\ 


facile  de  reconnaitre  que  les  clefs  ne  suffisent  pas  a  elles  seules 
rendre  les  deux  pieces  absolument  solidaipes ;  paisonnons  cn  effet, 


52 
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plus  de  simplicite,  sur  le  cas  ou  il  n*y  a  que  deux  poutres  superposees  ei 
examinons  les  chacune  a  part  ainsi  que  les  clefs  de  fa^on  a  bien  nous 
rendre  compte  de  la  disposition  des  forces  q  dont  reflfet  est  de  forcer  la 
piece  superieure  K  a  s*allonger  et  Tautre  K'  a  se  raccourcir.  Sous  Tin- 
fluence  de  ces  forces  les  clefs  tendent  a  tourner,  actionnees  par  le  couple 
gXHH',  etpar  suite  les  deux  pieces  K  et  K*  sont  sollicitees  a  s'ecarter 


U 


u 

■^ — 


M       :i        M 


w 


Pig.  83 


Tune  de  Fautre.  Pour  reslsler  a  ce  genre  d'efforts,  on  se  Irouve  conduil 
a  faire  usage  de  brides  ou  de  boulons  U  que  nous  supposons  par 
exemple  situes  a  la  meme  distance  que  les  clefs ;  chacun  d'eux  a  a  resis- 
ter  a  une  force  de  traction  T  donnee  par  la  relation 

T  X  8  =  Moment  du  couple  g  =  g  X  H  H' 

Le  bras  de  levier  HH'  etant  certainement  inferieur  k  Tepaisseur  a  de 
la  clef,  on  aura  toute  securite  en  admettant  que  la  tension  T  atteigne  la 
valeur 


„,       q,a       P.  a      C^     ^ 
0  1       t/  e'o 


On  en  deduit  imm^diatement  les  dimensions  a  donner  aux  brldes  ou 
aux  boulons.  Si  ce  sont  ces  dernlers  dont  on  faltusage,  ils  ont  evidemment 
pour  effet  non  seulement  de  s'opposer  a  T^cartement  des  poutres  super- 
posees,  mais  encore  de  resister  au  glissement  longitudinal;  leur  emploi 
permet  donc  de  reduire  les  dimensions  des  clefs. 

II  resulte  egalement  de  Tetude  precedente  qu*on  a  interet,  pour  dimi- 
nuer  le  couple  q  x  HH*,  a  faire  usage  de  clefs  ayant  une  epaisseur  aussi 
faible  que  cela  est  pratiqueraent  possible.  Si  Ton  pouvait  reduire  cette 
derniere  a  zero,  on  se  Irouverait  alors  dans  le  cas  d'une  poutre  d'une 
seule  piece,  qui  peut  en  effet  elre  consideree  comme  composee  d'une 
serie  de  feuilles  inflniment  minces  superposees  les  unes  aux  autres  et  s^ 
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§fi8 


BollJcilant  muluellemenl  par  une  sorle  de  frottement  langentlel,  sans 
qu'il  se  produise  de  forces  normales  aux  surfaces  de  aeparatlon. 

Nous  ferons  remarquer,  en  lermlnant,  que  la  piece  inferieure  K',  com- 
primee  par  les  forces  9,  tend  a  se  courber  et  a  flechlr  d'une  clef  a  1'aulre 
comnte  le  font  les  plecea  eomprimees ;  remploi  de  brides  ou  de  boulons 
estdonc  doublemenl  avantageux  puisqu'il  a  ^videmment  pour  eflet  de 
s'oppoaer  a  celle  flezion  et,  a  ce  ptoint  de  vue,  11  coiivient  de  placer  cea 
organes  de  liaison  au  milieu  de  rintervalle  qui  separe  deux  clefs  conse- 
cutives. 


§53. 


-  Caloul  des  efforts  qui  se  produlsent  sulvant  un  Jolnt 
obUqne  dans  tme  pontre  de  seotlon  oonstante. 


Supposons  qu'il  existe,  dans  une  piece  ABCD,  un  joint  oblique,  recti- 
ligne  ou  non,  perpendiculaire  au  plan  de  symetrie  qui  contienl  la  force  P 
el  proposons-nous  de  calculer  les  efforts,  l'un  normal,  Tautre  tangentiel 
qui  »e  produisent  en  un  point  quelconque  m  de  la  aurface  de  separation; 
la  sohition  de  ee  probleme  noaa  donnera  ainsi  le  moyen  de  d^terminer 


les  dimensions  des  organes  d'a8semblage  (clefs,  boulona  ou  brides)  donl 
11  convient  de  faire  usage  pour  retabiir  Ja  continuite  detruite  par  Tesis- 
tence  du  joint. 


renonsau  point  m  un  ^lementinfinimentpetitdA  dujoint,  ayantune 
^ueur  a,  et  supposons-le  d'abord  situe  dans  la  region  superieure  ou 
'  a  allongement  des  fibres  longiludinalea;  on  peut  considerer  dh 
ime  riiypothenuse  d'un  triangle  rectangle  dont  les  deux  autres  c6tes, 
alleles  el  perpendieutaires  a  la  ligne  des  fibres  moyennes,  sont  egaux 
.  cos  a.  et  a.  sin  «.  Supposons  maintenant  detache  de  la  poulre  le  petit 
ime  triangulaire  V  dont  la  base  est  le  triangle  precedent  el  dont  les 
les,  perpendiculaires  au  plan  de  symetrie,  ont  pour  longueur  la  lar- 
ir  l  de  la  piece ;  nous  savons  (§  44  et  47)  que  les  faces  horizontales  et 
licales  de  ce  solide  sont  soumises  a  trois  forces  dont  les  valeurs  par 
limetre  carre  sont  egales  a 

!x  loQgitadiiialn  detraction  apptiqn^&laface  TeiiicalepfffR  — — i— ^ 
ce    do    cisaillein«nt   appliqu^   k  la  face   rerticale  jf  tf  sR"=:jr-j  /    «, 


rodeglisBementlongitad.  appliqn^  jklaface  horizontale^A^lK''^^  / ,  e.dft 


es  dimensions  de  la  poulre  ainsi  que  la  force  P  etant  donnees,  R  et 
sont  desquantites  quisonlconnuesen  vertudes  relations  cl-deasus. 
r  trouver  les  efforls  taiigentiels  T  et  N  qui  s'exercent  sur  1  millime- 
carre  de  la  surface  du  joinl  au  point  m,  nous  n'avons  evidemment 
i  exprimer  qu'il  y  a  equihbre  entre  lesforces  appliquees  au  solide  V 
[ui  sonl  It  xa.  l-  sin  (t,  R"  x  a.  l.  sinn,  R"Xa.  /.  cos  «,  Txa.^ 
C  a.  l;  ecrivons  pour  cela  les  deux  equalions  de  projeclions  et  sup- 
nons  le  facteur  commun  a.  l 

T  =  R.  Bin  a  X  coB  a  -}-  R".  cob  a  X  cob  «  —  R".  sin  «  X  aina 
3f=  R.  Bin  «  X  ain  «  -f-  R".  cob  «  X  ain  «  +  R".  sin  «  X  coa« 
c  R"  ou  bien 

T=|r.  8in2«  +  R".  coa  2« 
N  =  R.l:i^  +  R".sin2a 

Si  le  point  considere  m  se  Irouvo 
dans  la  partie  oii  il  y  a  compres- 
sion  des  fibres,  la  force  R  a  alors 
une  direction  inverse  de  celle  que 
8  avons  supposee  precedemment  et  par  suite  R  doil  ^tre  change  de 
le  dans  les  formules  ci-dessus ;  quant  aux  forces  T  et  N,  elles 
ront  filre  portees  dans  le  sens  des  fleches  ou  en  sens  contrainj 


4  "/' 
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suivant  que  les  valeurs  deduites  des  equations  precedentes  sont  posi- 
tives  ou  negatives.  Dans  ces  conditions,  les  expressions  ci-dessus  peu- 
venl  elre  considerees  comme  s'appliquant  a  un  point  quelconque  de  la 
poutre  et  elles  donnent  par  suite  la  solution  du  probleme  propose. 


$  54.  —  Rdsistance  &  la  flexion  des  poutres  non 

homogdnes. 

JusquMci  nous  avons  suppose  que  les  pieces  dont  nous  nous  som- 
mes  occupe  etaient  homogenes;  examinons  maintenant  le  cas  oii  cette 
condition  n*est  pas  remplie,  c'est-a-dire  oii  le  coefficient  d'elasticite 
varie  d'un  point  a  Tautre.  La  poutre  consideree  etant,  comme  prece- 
demment,  flechie  par  une  force  normale  P,  nous  avons  toujours  pour 
determiner  la  position  de  la  flbre  neutre,  c'est-a-dire  de  la  fibre  sans 
allongement,  Tequation  ($  44) 

P 

E  etant  une  quantite  variable. 

Si  Ton  considere  maintenant,  a  titre  purement  fictif,  chaque  point  du 
corps  comme  ayant  une  densite  egale  ou  proportionnelle  au  coefficient 
d'elasticite  correspondant  E,  la  relation  precedente  signifie  cjue  la  fibre 
neulre  passe  par  les  centres  de  gravite  des  sections  transversales  de 
la  piece  fictive  consideree;  rien  n'est  donc  plus  facile  que  de  deter- 
miner  sa  position. 

Si  maintenant  nous  prenons,  par  rapport  au  point  a  de  la  flbre  neutrey 
le  moment  des  forces  appliquees  a  la  section  transversale  win,  nous 
avons,  comme  precedemment, 

S  (e.  rfco.  -  X«  I  =  Moment fl^hiasant  =  M 

-.  S  E.  e«.  e^co  =  M 

P 

S  E.  c*.  rfo)  est  le  moment  dlnertie  de  la  section  mn  par  rapport  a  Faxe 
(toL-  en  continuant  a  attribuer  a  chaque  element  d<o  une  densite  egale 
aE;  son  calcul  ne  presente  pas  de  difficultes.  Enle  designanlparr,ona 

P 
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Quant  a  la  charge  par  millimetre  carre  R  que  supporte  en  f  la  flbre 
longitudinale  qui  passe  par  ce  point,  on  verrait,  comme  au  paragraphe  44, 

qu'elle  est  donnee  par  les   rela- 
tions 

R  =  E.X=E.  -     et  -  =  M 

P  P 

D'ou 
R  =  E.  ^^  =  MomeBtilA«hi8iAiit  X  ^ 


Pi«.  86 


E   ^tant  le  coefBcient  d*elasticite 
relatif  au  point  considere  t . 


II  est  k  remarquer  que,  chacun  des  lermes  de  la  sommer=IIE.  ^i^ 

contenant  a  la  premlere  puissance  le  coefBcient  d*61asticile  local  B,  le 

E 
rappoB*^  Tt  et  par  suite  R  ne  changent  pas  quand  on  donne  aux  ele- 

ments  dw  de  chaque  section  transversale  des  valeurs  soit  egales,  soit 
simplement  proportionnelles  a  E  comme  cela  est  plus  commode  pour 
le  calcul. 


C 
C 

K 

D 


Fig.  81 


On  rencontre  parfois  dans  la 
pratique  des  exemples  de  pieces 
non  bomogenes;  iel  est  le  cas 
d'une  poutre  en  bois  solidement 
reliee  a  une  armature  minee  en 
fer  A  C  A'  C  plaeee  dans  la  par- 
tie  qui  subit  dea  efforls  d^ex- 
tension.  Le  coeffieient  d'ela8ti- 
cite  du  fer  etant  19000  et  eelui 


du  bois  (chene)  1 100,  on  admettra  que  chaque  element  de  ce  dernier 
a  une  densite  egale  a  1  en  prenant  •ttaa  =  17,3  pour  celle  du  fer;  le 

calcul  de  la  position  de  la  fibre  neutre  HK  et  celui  de  V  et  de  R  s'effec- 
tueront  ensuite  sans  difScultes. 

On  a  quelquefois  applique  des  considerations  du  meme  ordre  aux 
gposses  poutres  pleines  en  fonte  dans  lesqueUes  la  eouehe  exterieure  du 
m^tal,  refroidie  plus  rapidement  que  la  partie  centrale  au  eontact  du 
moule,  n'a  pas  des  proprietes  elastiques  ideniiques,  mais  eette  eompli- 
cation  n'a  guere  de  raison  d'elre  en  presence  de  Tincerlitude  qui  regne 
sur  les  valeurs  relalives  des  coefficients  d'elaslicite  des  deux  regions 
en  question  dont  les  epaisseurs  sont  d'ailleurs  mal  connues. 


^r»*Ti' 
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(1)  Voir  16  Bulletin  de  la  SociSti  d^Eneowragement,  1881,  p.  37. 


9 


^ 


Nous  citerons  enfin  une  application  interessante  des  formules  ci- 
dessus,  qui  a  ete  faite  par  M.  Voisin  Bey,  a  des  poutres  en  t61e  et  ma- 
connerie,  faisant  partie  des  caissons  employes  pour  la  construction  de 
formes  de  radoub  a  Toulon  (<).  11  doit  etre,  d'ailleurs,  toujours  bien  en- 
tendu  que,  dans  le  cas  d*une  poutre  non  homogene  resultant  de  la 
superposition  ou  de  tout  autre  agencement  de  pieces  diverses,  ces  der- 
nieres  sont  supposees  dans  nos  formules  faire  intimement  corps  les 
imes  avec  les  autres  absolument  comme  si  on  avait  aflfaire  a  un  solide 
unique  a  coefficient  d'elasticite  variable. 


:;>i 
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FLEXION  PLANE  PRODUITE  PAR  DES  FORGES  NORMALES 
EN  NOMBRE  QnELGONQnE.  -  GALGUL  DES  FLEGHES. 


§  55.  —  Flexion  plane  produite  par  des  forces  normales  en 
nombre  quelconque,  situ6es  dans  un  plan  de  sym^trie. 

Nous  supposons  toujours  que  la  piece  consideree  est  symetrique  par 
rapport  a  un  plan  qui  contient  toutes  les  forces,  supposees  normales  a 
la  fibre  moyenne ;  celles-ci  peuvent  d*ailleurs  etre  soit  isolees,  soit 
reparties  d'une  maniere  continue  suivant  une  loi  plus  ou  moins  simple 
et  sur  une  longueur  plus  ou  moins  grande  de  la  poutre.  Le  probleme 
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m 
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Fig.  88 


ainsi  pose  se  traite  absolument  de  la  meme  maniere  que  quand  il  n*y 
a  qu'une  force  normale  unique  (§  44)  (*),  et,  par  la  meme  suite  de  rai^ 
sonnements,  on  arrive  a  conclure  : 

1**  que  la  ligne  des  flbres  neutres  (c'est-a-dire  sans  allongement)  se 
confond  avec  celle  des  flbres  moyenneSy 

2®  qu'en  appelant  M  le  moment  flecliissant,  par  rapport  a  une  section 

(1)  No8  explications  et  les  figures  qni  les  accompagnent  ae  rapporteot  k  ime  pitee  dont  une  extr6- 
mit^  est  libre  et  Tautre  eucastr^ ;  mais  elles  s'appliqueiit  timt  aussi  bien  h  une  poutre  droite 
quelconque  reposant  sur  n'importe  quels  appuis,  pourYu  qu'on  remplace  ces  demiers  par  les  r^- 
tions  (forces  et  moments)  auxquels  ils  donnent  lieu. 
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Iransversale  quelconque  mn,    de    rensemble  des  forces  exterieures 
Rituees  soit  a  droite,  soit  a  gauche  de  mn,  on  a  comnie  precedemment 

P 

3°  que  la  charge  pai-  mlllimelre  carre  d'une  fibre  longiludinale  en  un 
point  quelconque  t  situe  a  une  distance  e  de  Taxe  esl  egaie  a 


co  qui  donne  pour 
lion  m» 


1  cliarge  K  de  la  fibre  la  plus  fatiguee  dans  la  sec- 


I 


Ces  diverg^^relations  ne  supposent  nuliement  que  la  aection  de  la 
piece  soit  conslante  d'une  extremile  a  Fautre. 

Les  considerations  que  nous  avons  developpees  relativement  a  la 
i-epartition  de  reffort  tranchant  et  au  glissement  longitudinal  sont  d'ail- 
lcurs  evidemment  applicables  au  cas  quinous  occupemais  a  condition, 
coiome  precedemment,  que  la  seclion  transversale  ne  varie  pas. 

11  resulte  immediatement  de  la  que  le  probleme  de  la  flexion  d'une 
pitice  droite  soumise  a  des  forces  normales  en  nombre  quelcon- 
que,    ailuees  dans   un    plan  de    symetrie,    se  Irouve    resolu;  il  ne 
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n>ste,  dans  chaque  cas  particulier,  qu'a  calculer  pour  chaque  section 
Iransversale  la  valeur  du  moment  flechissant  el  tle  Teffort  Iranchant  qui 
suUicitent  celle  derniere.  Nous  alloiis  voir  maiiitenant  commenl  on 
peul  arriver  a  elTectuer  rapidemenl  cetlu  detennination  pour  laquelle 
on   peul  considerer  a  volonle  soit  la  partie  de  droite  V,  soit  celle  de 


le  V,  avec  les  forcesexterieuresrespeclivement  appliquees  a  cha- 
d'elles;  il  faut  seulement  avoir  bien  soin  de  faire  figurer  parmi 
orces  les  reactions  (forces  eL  couples)  dues  aux  points  d'appui 
i  il  y  en  a  un  de  compris  daiis  le  troncon  considere,  V  par  exemple, 
le  cas  de  la  figure  89. 


-  Gourbes  repr^sentatlves  des  efforts  tranchaats  et 
des  moments  fl^ohlssants. 


st  souvenl  utile  de  representer  par  un  trace  graphique  les  valeurs 
ssives  des  efforts  tranchants  et  des  moments  flechisaanls  appli- 
aux  diverses  sections  transversales  d'une  poulre ;  on  detenuine 

plus  rapidement  Tensemble  de  ces  valeurs,   on  se  rend  mieux 
te  de  leurs  variations  et  enfln  on  s^aper^oit  plus  facilement  des 
ra  accidentelles  qu'on  pourrait  commellre. 
iupposons  d'abord  qu'il  s'agi8se  uniquement  de  forces  isoUes  nor- 

et,  pour  simplifier  les  explieations,  supposons  que  nous  ayons 
!  a    une  piece  borizontale   encasLree   a  Tune  de  ses  exlremi- 

Les   valeurs  successives  de  Teffort  tranchant  sont  evidemmenl 

i  a 

e  R  en  A, 

P,  deAenB, 

P,  — P,  de  B  enC, 

isi  de  suite,  ce  qui  donne  pour  ligne  representative  de  reffort 
lanl  la  ligne  disconlinue  k' a\  a"b",  6'c', ....  Quant  aux  moments 
jsants,  on  voit  egalemenl  qu'ils  sont  egaux  a 
j  —  x)  dans  la  section  mn, 
j  —  L')  au  point  A, 

j — »')  —  P,  {L'  —  cc')  dans  la  sectionm'«', 

si  de  suite,  ce  qui  donne  pour  ligne  figuraLive  la  ligne  brisee 
'...,  donl  les  sommets  se  trouvent  aux  points  d'appIication  des 

P,  P,,.... 

Ixaminons  maintenanl  le  cas  oii  les  forces  normales  sontreparlies 
maniere  continue,  suivanl  une  loi  quelconque,  sur  la  totalile  ou 
le  portion  seulement  de  la  longueur  de  la  piece  et  proposons- 
le  calculer  reffort  Iranchanl  Q  et  le  momenl  flecliissant  M  corres- 
nt  a    une    section    transversale    quelconque  mn    donnee   par 
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l*abscisse  x.  Appelons  p  la  charge  de  la  poutre  par  millimetre  courant; 


Fig.  90 


V  esl  une  fonction  donnee  de  Tabscisse  x  telle  que 


f  (o?)  etant  une  fonction  plus  ou  moins  compliquee  qui,  dans  le  cas 
d'une  charge  uniformement  repartie,  se  reduit  a  une  constante.  Si  Ton 
designe  par  \  une  variable  auxiliaire  representant  Tabscisse  d'un  point 
quelconque  u  de  la  fibre  moyenne  compris  entre  la  section  consideree 


loint  K,  la  charge  appliquee  a  la  poutre  sur  la  longueur  infi' 


M 


M->"-— -K 


Fig.9l 

tite  d\  e3tpXdE=/(?)X  d\,  de  sorte  que  Teffort  Iranchanl 
ction  mn,  qui  est  evidemment  egal  a  Sp.d£,  a  pourvaleur 

Q=J    /-{E^XdS 

lons  maintenant  que  le  moment  de  la  force  pxd£  par  rap- 
Bclion  mn  est 

pour  valeur  du  moment  flechissant  cherche 

M  =  Ei.XdEX{E-o.)=J    /(OX(e-*)XdE 


!rche  des  valeura  de  Q  et  de  M  se  reduit  donc  a  celle  des 
ci-dessus,  de  sorte  qu'au  point  de  vue  algebrique  le  probleme 
onsider^  comme  resolu.  Dans  la  pratique,  il  n'en  est  maliieu- 

pas  de  meme  a  moins  que  la  forme  de  la  fonctionp^/^^a;) 
ntivement  simple,  niais  nous  allons  voir  comment,  m^me  dans 

plus  compliques,  on  peut  se  tirer  d^afTaire  par  une  construc- 
Jtrique. 

en  effet,  avec  les  axes  coordonnes  HX  et  HY,  la  courbe 
c)  qui  donne  les  forces  appliquees  a  la  piece  par  millimetre 
3  produit  ^(E)xrf5  elant  egal  a  Taire  elementaire  rr'ss',  il 
le  Teffort  tranchanl  Q=/  /"(0  XdE  correspondant  a  la  sec- 

represenle  par  l'aire  curviligne  kmm\  La  delermination  des 
ccessives  de  Q  ne  presenle  donc  aucune  difficulte  puisqu'elle 
.  une  operation  de  quadrature :  cette  derniere  s'effectuera, 
3le,  en  divisant  la  longueur  L  de  la  poutre  en  un  certain 
i  parlies  egales  et  en  mesurant  les  ordonnees  correspon- 
la  courbe  p,  que  Ton  combinera  convenablement  entre  elles 
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siiivant  les  fonnules  de  quadrature.  On  obtiendra  ainsi  tres  simplement 
la  courbe  n®  2  dont  les  ordonnees  representent  la  valeur  de  reffort 
tranchant  Q. 

A 


Fig.  9i 

Supposons  cette  courbe  tracee;  celle  des  moments  flechissants  s'en 
deduit  immediatement :  nous  avons  vu  en  effet  que  Teffort  tranchant  est 
la  derivee  du  moment  flechissant  (§  45);  inversement  ce  dernier  est 
rintegrale  de  Tautre  de  sorte  que  la  courbe  cherchee  n*est  autre  que  la 
courbe  integrale  de  la  precedente  Q  ou,  en  d'autres  termes,  celle  qui 
donne  les  valeurs  successives  des  aires  tellesque  Aww"(*);  nousnous 
trouvons  ainsi  conduit  a  faire  sur  la  courbe  Q  les  memes  operations  de 
quadrature  que  sur  celle  des  p,  et  nous  avons  ainsi  la  courbe  des  mo- 
ments  flechissants  M.  Le  probleme  que  nous  nous  etions  pose  se  trouve 
donc  ainsi  resolu. 

Pour  faciliter  les  traces  precedents,  il  convient  de  ne  pas  perdre  de 
vue  les  remarques  suivantes  : 

1*  Aux  points  oii  la  courbe  p  coupe  Taxe  des  x  correspondent  un 

■m 

maximum  ou  un  minimum  pour  la  courbe  Q,  et  un  point  d*inflexion  pour 
la  courbe  M. 

2**  Aux  points  oii  la  courbe  p  presente  un  maximum  ou  un  minimuni 
correspond  un  point  d'inflexion  pdur  la  courbe  Q. 

(1)   U  est  &cile  de  d^montrer  analytiquemeDt  qae  Pexpression  troarte  plus  haat 


lepr^MDte  bien  l'aire  kmm^. 
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Aux  points  oii  la  courbe  Q  coupe  Taxe  des  x  correspondeat  un 
mum  ou  un  minimum  pour  la  courbe  M. 

trace  g^ometrique  que  nous  venons  d'indiquer  esl  applicable  aus 
nstances  les  plus  variees  et  s'effeclue  toujours  de  la  meme  maniere 


Pig.  93 


lue  complique  que  soit  le  mode  de  repartition  des  forces  plus  ou 
s  irregulierement  appliquees  a  la  poutre.  S'il  8'agit  par  eitemple 
navire,  on  le  suppose  decompose  en  tranches  successives  de  1  me- 


Fig.  9* 

le  longueur  et  on  calcule  le  poida  p'  de  chacune  d'elles,  ainsi  que 
dSplacetnent  p",  c'est-a-dire  la  poussee  qu'elle  eprouve  de  la  part  de 

de  mer;  la  difference  p  —  p'  —  p"  donne  immediatement  la  va- 
de  la  force  appliquee  au  navire  par  metre  courant,  et  Ton  n'a  plus 

tracer,  comme  nous  Tavons  exphqu^,  les  courbea  p,  Q  el  M  pour 
'  reffort  tranchant  et  le  moment  flechiasant  auxquels  est  soumise 
une  des  sections  transversales  du  navire.  Nous  donnona  un  exem- 
l'un  trace  de  cette  nalure  dans  les  figures  93  et  94  relalives  a  un 


—  137  —  §  57 

cuirasse  anglais  VAudacious;  les  points  de  rebroussement  qu'on  y  re- 
marque  sur  la  courbe  des  p'  et  par  suite  des  p  sont  dus  a  la  presence 
de  poids  considerables  (cloisonscuirassees,  toursblindees,  etc),  concen- 
Irees  sur  une  faible  longueur  du  navire  et  donnant  lieu,  commedansle 
premier  cas  etudie,  a  une  ligne  discontinue  (^). 

III.  Si  la  piece  consideree  est  soumise  a  la  fois  a  desforces  continues 
el  a  des  forces  qul  ne  peuvent,  en  aucune  facon,  etre  considerees 
comme  reparties  sur  une  longueur  plus  ou  moins  grande  de  la  poutre, 
on  Irailera  ces  dernieres  comme  des  forces  isolees  et  les  efforts  tran- 
chants  seront  alors  la  somme  algebrique  de  ceux  qui  resultent  des  tra- 
ces  indiques  dans  les  cas  1  et  2  du  present  paragraphe.  On  aura  ainsi, 
pour  les  efforts  tranchants  totaux  Q,  une  ligne  discontinue  dont  la  qua- 
dralure  donnera,  comme  tout  a  Theure,  la  courbe  des  moments  M ;  il 
ne  peut  y  avoir  a  ce  sujet  aucune  incertitude  dans  la  facon  d'operer, 
apres  les  explications  que  nous  avons  donnees. 


§  57.  —  Gas  oti  les  charges  se  ddplacent. 

Nous  avons  admis  jusqu*ici  que  les  diyerses  forces  appliquees  a  une 
piece  occupent  une  position  invariable,  mais  il  est  bien  des  circon- 
stances  oii  il  n'est  pas  permis  d'agir  de  cette  maniere  :  c'est  ainsi  que 
dans  les  calculs  de  ponts  on  est  force  de  supposer  que  les  charges  (un 
convoi  de  voitures  par  exemple)  occupent  successivement  diverses  posi- 
iions  par  rapport  a  chaque  travee  en  conservant  les  unes  par  rappoft 
aux  autres  les  memes  distances.  Dans  ces  conditions  on  se  trouverait 
conduit  a  considerer  un  certain  nombre  de  stations  du  convoi  et  a  tra- 
cer  pour  chacune  d'elles  la  courbe  des  moments  flechissants  que  nous 
avons  appris  a  construire  (§  56) ;  on  pourrait  ainsi  reconnaitre  quelle 
est,  pour  chacune  des  sections  transversales  de  la  poutre  ou  de  la  tra- 
vee  consideree,  le  moment  maximum  de  flexion  qui  se  produit  pendant 
le  deplacement  du  convoi  et,  en  tracant  cette  hgne  des  moments  maxi- 
mum  dite  courbe  enveloppe  des  moments,  on  aurait  les  elements  neces- 
saires  pour  proceder  au  calcul  des  dimensions  de  Touvrage. 

JI  est  facile  de  comprendre  que  cette  maniere  d'operer  est  en  gene- 
ral  longue  et  penible  ;  on  peut,  il  est  vrai,  la  simphfier  en  ayant  recours 
a  des  considerations  geometriques  basees  sur  remploi  des  polygones 
funiculaires  (*);  mais,   dans   un   grand  nombre  de  circonstances,  on 

(1)  Voir  la  Revue  maritime  et  coloniale,  tome  37,  p.  789,  tome  38,  p.  182  et  tomeiO,  p.  187. 

(2)  Voir  la  RSsistance  de$  matMaux  de  Bresse,  3«  61ition,  p.  95. 
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obtiendra  des  resultats  suffisaminent  exacts  dans  la  pratique,  en  substi- 
tuant  aux  charges  mobiles  une  charge  fixe  uniformement  repartie  et 
ayant  une  valeur  convenablement  choisie.  Pour  les  ponts  de  chemins 
de  fer,  cette  simplification  a  ete  autorisee  par  une  circulaire  ministe- 
rielle  du  9  juillet  1877  qui  donne  en  meme  temps  la  valeur  de  la  charge 
par  metre  courant,  variable  avec  la  portee,  qu'il  convient  d'adopter, 

II  est  d'ailleurs  bien  entendu  que,  dans  les  calculs  precedents,  on  ne 

tient  nullement  compte  des  vibrations  quMmprime  a  une  poutre  le  pas- 

sage  rapide  d*un  convoi  ou  d'une  charge  quelconque,  et  qui  occasionnent 

dans  tout  le  systeme  une  fatigue  supplementaire  parfois  tres  impor- 

•  tante  (Chapitre  XVI). 


§  58.  —  Ddtermination  de  la  forme  de  la  flbre  moyenne 

ddformde.  Galcul  de  la  fl6che. 


Une  piece  primitivement  droite  etant  soumise  a  des  forces  normales 
quelconques  situees  dans  son  plan  de  symetrie,  nous  avons  vu  (§  56) 
comment  on  peut  determiner,  par  une  double  integration  efifectuee  soit 
algebriquement  soit  geometriquement,  le  moment  flechissant  M  qui  est 
applique  a  chacune  des  sections  transversales.  Ce  dernier  etant  ainsi 
connu,  voyons  maintement  comment  on  peut  trouver  quelle  forme  affecle 
la  fibre  moyenne  deformee  et  par  suite  calculer  la  fleche. 

Premier  procede,  —  Prenons  deux  axes  rectangulaires  dont  Tun  HX 
comcide  avec  la  fibre  moyenne  non  deformee.  Nous  avons  vuque,  pour 


T?a] 


—  X 
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une  section  transversale  quelconque  mn,  on  a  (§  53),  sans  supposer  cn 
aucune  facon  que  la  piece  ait  partout  meme  scction. 


E.  I 


=  M 


Pour  avoir  requation  de  la  fibre  moyennc  deformee,  il  suffit  evidem- 


remplacer  dans  requation  precedente  p  par 


H^ 


is  les  problemes  relatifs  a  la  flexion  des  pieces 
uxquelles  les  forces   flecliissanlea  ne  font   ej 

ion  legere,   on  supprime  le   ienne  (^\   qui 

negligeable  devanl  Tunite,  et  lon  a  ainsi 

P      dx' 
E.I.|i  =  M 

d^y  M 

dx'  ~E.I 

igranl  deux  fois  on  a  pour  une  abscisse  quelcoi 
£=/#!-  +  - 

lant  deux  constantes  que  Ton  delennine  par  1 

,es  condilions  iniliales  dans  lesquelles  se  Irouvi 

aslrement  a  Tune  des  extremites,  necessiLe  de 

nnes,  etc,  Comme  il  importe  d'ailleurs  de  le  n 

ci-dessus  de  rordonnt-e  y  n'est  qu'approximal 

ise  pour  p  n'est  pas  rigoureusemenl  exacle. 

culs  qui  precedenl  elant  effeclues,  on  obtient 

m  remplacanl  x,  dans  la  derniere  equation,  pai 

;e. 

ime  on  voit  que,  pour  determiner  algebriquem' 

eformee  en  parlant  de  laconnaissancedesforct 

ms  le  cas  general  de  forces  reparlies  d'une  ma 

tre  integralions  successives  : 

liere  pour  avoir  refforl  trancliant  Q, 

deme  pour  avoir  le  moment  flechissant  M, 


;   T--  ■  .t 
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sm 


la  troisieme  pour  avoir  rinclinaison  ^2/  de  la  fibre  moyenne  defor- 

mee, 

la  quatrieme  pour  avoir  Tordonnee  de  cette  fibre. 

Nous  indiquerons  tout  a  Theure  un  procede  qui  permet  de  se  dispen- 
ser  de  ces  deux  dernieres. 

Comme  appiication  tres  simple  du  mode  d'operer  que  nous  venons 
d'exposer,  considerons  le  cas  d'une  poutre  de  section  constante  encastree 
a  Tune  de  ses  extremites  et  flechie  a  Tautre  par  une  force  normale  P 
[  comme  dans  le  cas  du  paragraphe  44;  on  a  alors,  I  etant  constant  ainsi 
que  E  puisque  nous  supposons  toujours  que  la  piece  est  homogene, 


m 


(ft- 


■r<i 


T' 


^   '■  ■ 

■V  V    '    • 

',^'r     '■:-■ 


E.I.0=P.  (L-*) 
E.  I. -^^P.  L.a;— |p.a;« 
E.Lyrrip.  L.  X*— ip,  «» 

les  constantes  d*integration  etant  nulles  puisqu'a  Torigine  H  on  a  -r^  rz  o 
et  y  =  o. 

Quant  a  la^fleche  /",  elle  est  donnee  par  la  valeur  de  y  qui  correspond 
a  a;  =  L;  par  consequent 


E.  I./=5P.  L^— ip.L^ 
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2^'  ^'       6 

P.  V 
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8E.  I 
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Dans  ce  cas  et  dans  quelques  autres  dont  nous  verrons  bient6t  des 
exemples  (§  71  el  suivanls),  les  deux  integrations  que  nous  venons  de 
faire  pour  passer  de  la  connaissance  du  moment  flechissant  a  celle  de 
l'ordonnee  y,  ne  presentent  absolument  aucune  difficulle,  mais  il  n'en 
est  malheureusement  pas  de  meme  dans  une  foule  de  circonstances; 
c'est  en  particuher  ce  qui  arrive,  meme  avec  des  forces  disposees  d'une 
maniere  tres  simple,  lorsque  la  section  de  la  piece  et  par  suite  le  mo- 
ment  d'inertie  I  cessent  d'etre  constants  d'une  extremite  a  Taulre.  On 
peut  alors,  il  est  vrai,  eflfecluer  graphiquement  les  deux  integrations  ci- 
dessus  en  ayant  recours  aux  procedes  de  quadrature  que  nous  avons 
indique  au  paragraphe  56  pour  calculer  Teffort  tranchant  et  le  momenl 
flechissanl,  mais  il  est  alors  infiniment  plus  simple  et  plus  pratique 
d'avoir  recours  a  la  solulion  suivanle : 


•''''j\ 
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Deuxieme  procede.  —  Nous  avons  vu  (§  55)  que,  dans  une  poutre  de 
seclion  constante  ou  variable  soumise  a  des  forces  normales,  on  a 


P  = 


E.  1 

M 


Calculons  au  moyen  de  cette  relation  la  valeur  du  rayon  de  courbure 
p  pour  un  certain  nombre  de  points  de  la  fibre  moyenne  et  construi- 
sons,  a  une  echelle  quelconque,  la  courbe  YT  ayant  pour  abscissesles 
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longueurs  successives  de  cette  fibre  et  pour  ordonnees  les  rayons  p.  II 
est  clair  qu'a  cause  de  la  petitesse  des  deformations  nous  pouvons  ob- 
tenir  d'une  facon  sufflsamment  exacte  la  forme  de  la  fibre  moyenne  de- 
formee  en  la  tracarit  de  proche  -en  proche  au  moyen  d'une  s^rie  de 
petits  arcs  de  cercle,  de  2®  a  3^  par  exemple. 

Si  la  piece  est  encastree  a  Tune  de  ses  extremites,  c'est  par  cette  der- 
niere  qu'on  commencera  la  construction  en  prenant  HA  z=  po  et  en  decri- 
vant  Tarc  de  cercle  Ha;  on  relevera  ensuite  sur  la  courbe  W*  Tordonnee 
pi  correspondant  a  Tabscisse  U^a^  =  Ha,  ce  qui  permettra  de  tracer  Tarc 
de  cercle  ab  et  ainsi  de  suite. 

On  ne  connait  pas  toujours  la  direction  du  premier  element  de  la  flbre 
moyenne  deformee;  c'est  en  particulier  ce  qui  se  presente  pour  une 
piece  reposant  sur  deuxappuis.  On  trace  alors  a  part  la  flbre  en  question 


r 
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et  il  iie  resLe  plus  qu'a  rorienter  de  telle  facon  qu'elle  satisfasse  aux 
ydonnees  du  probleme,  par  exemple  qu*elle>  passe,  dans  rhypothese  ci- 
dessus,  par  les  deux  appuis  fixes. 

Les  rayons  de  courbure  p  etant  generalement  tres  grands,  ily  a  interet 
a  adopter  dans  le  trace  precedent  deux  echelles,  Tune  pour  les  abscisses, 
Tautre  de  dimensions  moindres  pour  les  ordonnees  et  par  suite  pour  les 
rayons  de  courbure  dont  la  direction  extreme  ne  fait  jamais  qu'un  angle 
assez  faible  avec  Faxe  des  y.  Pour  que  cette  derniere  condition  soit  tou- 
jours  remplie,  on  aura  soin  de  ne  pas  exagerer  plus  qu*il  n'est  necessaire 
la  diflference  des  deux  echelles. 

Au  lieu  d'avoir  recours  a  cet  artifice,  on  peut  calculer  la  longueur  des 
arcs  successifs  tels  que  hc  correspondant  a  Tangle  au  centre  a®  que  Ton 
a  adopte,  au  moyen  de  la  relation 

6c=  arc  de  a«  =  p^  X  -^^ 

Cette  longueur  se  portera  sur  une  direction  faisant  un  angle  de  a** 
avec  Telement  precedent  ab,  apres  quoi  on  operera  de  meme  pour  le 
suivant  cd  et  ainsi  de  suite. 


§  59.  —  Proportionnalitd  des  fldclies  aiiz  forces  qoi  les 

produisent. 


La  proportionnalite  des  fleches  aux  forces  qui  les  produisent  est  une 
consequence  immediate  du  principe  de  la  superposition  des  petites 
deformations  dont  nous  avons  parle  precedemment  (§  7).  Si  en  effet  une 
force  P  donne  lieu  a  une  fleche  f,  une  seconde  force  P  appliquee  ensuite 
a  la  meme  piece  et  dans  les  memes  conditions  produira  son  effet  comme 
si  la  premiere  n'existait  pas ;  de  la  resulte  une  fleche  2  /"  et  ainsi  de 
suite.  II  est  bien  clair  d'ailleurs,  comme  nous  Tavons  dit,  que  ces  consi- 
derations  ne  sont  applicables  que  dans  les  cas  ou  Taddition  de  nouvelles 
forces  ne  change  en  rien  la  valeur  ou  les  bras  de  levier  des  precedentes 
ou  n'en  fait  pas  naitre  de  nouvelles.  Cette  derniere  circonstance  se  pre- 
senterait  par  exemple  si,  en  se  deformant,  la  piece  venait  porter  sur 
des  points  d'appui  avec  lesquels  elle  n^etait  pas  precedemment  en 
contact. 
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§  60.  —  Ddtermiziation  des  forces  ndcessaires  pour 

prendre  d,  une  pidce  donnde  une  forme  donn^e. 


Une  piece,  de  seclion  constante  ou  non,  etant  donnee,  il  y  a  quelque- 
fois  interet  a  savoir  quelles  forces  il  convient  de  lui  appliquer  pour 
qu'elle  prenne  une  forme  assignee  d*avance;  ce  probleme  est  facile  a 
resoudre  en  s*appuyant  sur  les  considerations  developpees  dans  les 
paragraphes  precedents.  Nous  avons  vu  en  eflfet  que,  pour  une  section 
transversale  quelconque  wn,  on  a  (§  55) 


M  = 


E.  I 


equation  qui  donne  M  et  permet  par  consequent  de  construire  la  courbe 
des  moments  flechissants  puisque  I  est  connu  et  que  le  rayon  de  cour^ 
bure  p  peut  se  determiner  sur  la  ligne  IIK. 

Connaissant  la  courbe  M,  on  peut  en  deduire  d'abord  celle  des  efforts 
tranchants  Q,  puis  celle  des  forces  appliquees  a  la  piece ;  c*est  le  pro- 
bleme  inverse  de  celui  que  nous  avons  j^ 
resolu  au  paragraphe  56.  Nous  trace- 
rons  donc  un  certain  nombre  de  tan- 
genles  a  la  ligne  M  et,  en  mesurant 
leurs  coefficients  angulaires,  nous 
aurons  les  ordonnees  de  la  seconde 
courbe  Q ;  en  operant  de  meme  sur 
cette  demiere,  nous  aurons  celle  des 
forces  qui  satisfont  aux  conditions 
demandees. 

Dans  le  cas  parliculier  oii  il  s*agit 
de  courber  une  poutre  sur  un  gabarit 
circulaire  de  rayon  donne  p,  la  force  P  qull  faul  appliquer  ii  Texlre- 
mite  d'un  bras  de  levier  L  est  donnee  par  Fequation 


e! 
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P.  L  = 


E.I 


P  = 


P 
E.  I 

L.  p 


Si  donc  on  fait  flechir  la  piece  en  agissant  simplement  sur  son  extre- 
luite  libre,  la  force  P  augmente  et  finit  meme  par  devenir  infinie  a  mesure 
que  la  longueur  L  de  la  partie  non  courbee  va  en  diminuant  de  plus  en 
plus. 
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§  61.  —  Ddtennlnatlon  des  dimenslons  que  doit  avoir  une 
pidce  pour  que  des  forces  donndes  lui  fassent 

prendre  une  forme  donnde. 

Ce  probleme  n'estqu*une  variante  du  precedent;  il  se  resout,  comme 
lui,  a  Taide  de  requation 

P 


D'ou 


E 


On  peut  donc  ainsi  calculer  le  moment  dMnertie  I.  On  remarquera  qu'a 
une  meme  valeur  I  correspondent  une  infinite  de  sections  satisfaisant  au 
probleme.  Si,  parmi  ces  dernieres,  on  veut  prendre  cell^  qui  correspond 
a  la  charge  maximum  R  qu*on  peut  appliquer  en  toute  securite,  on  aura 
recours  a  la  relation 

R=^ 

RI  _R.p 
M  £2 

equation  qui  determine  v  et  par  consequent  la  hauteur  de  la  section  dont 
on  connait  deja  le  moment  d*inertie. 


§62.  —  Applications  au  calcul  des  pidces  supportant  une 
charge  commune.  Poutres  superpos6es.  Poutres 

en  croix. 


On  rencontre  souvent  dans  la  pratique  des  pieces  qui  sont  disposees 
de  telle  fa^on  que  toute  flexion  de  Tune  a  pour  consequence  forcee  une 
flexion  de  Tautre,  de  sorte  que  tout  eflfort  applique  a  la  premiere  agitfor- 
cement  sur  la  seconde  en  se  repartissant  entre  elles  suivant  certaines 
proportions  (<).  On  peut  se  poser  a  ce  sujet  de  nombreux  problemes 
dontnous  allons  examiner  rapidement  quelques  uns  en  supposant,  pour 

(1)  Ge  cas  est  celui  des  lames  de  ressort  superpos^  (§  212). 
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simplifier  les  explicalions,  que  les  fleches,  produites  par  exemple  parle 
contact  de  deux  pieces,  ont  des  valeurs  egalespour  Tune  et  pour  Tautre. 
II  est  d'ailleurs  toujours  convenu  que  nous  supposons  etre  dans  les  cas 
ou  le  principe  de  la  superposition  des  petites  deformations  est  applicable 
(§  7  el  89). 

1®  Un  certain  nombre  de  pieces  donnees  supportant  un  efifort  commun 
P,  on  peut  se  demander  comment  ce  demier  se  repartit  entre  elles.  Pour 
resoudre  ce  probleme,  nous  determinerons  soit  theoriquement  (§  60), 

soit  experimentalement  quels  sont  les  poids  p,  p*,p", qui,  sansalterer 

Telasticite,  font  prendre  aux  pieces'des  fleches  egales;  d'apres  ce  que 
nous  savons  (§  59),  la  force  P  se  repartit  proportionnellement  aux  quan- 
tites  p,  p',  p", 

2"  Soient  AB  et  CD  deux  poutres  superposees  pouvant  glisser  librement 
Time  sur  Tautre  en  dehors  de  Tencastrement  S  S'  et  supportant  un  eflfort 
commun  P ;  proposons-nous  de  voir  dans  quelles  condilions  il  faut  les 
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etablir  pour  qu'elles  travaillenl  aux  charges  maximum  R  et  R'  considerees 
comme  admissibles,  ou  a  telles  autres  qu'on  se  sera  fixe  d'avance.  Si 
ron  considere  une  coupe  transversale  mn  faite  dans  les  deux  pieces  de 
section  constante  ou  variable,  on  a  pour  la  premiere 


R  = 


M.  r       E.  I    r       E.  » 


et  pour  la  seconde 


R'  = 


E'.  »' 


Les  deux  fibres  moyennes  HK,  et  H'K'  etant  peu  distantes  Tune  de 

10 
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Tautre,  on  peut  admettre  qu*elles  ont  meme  rayon  de  courbure  puisque 
les  deux  poutres  restent  en  contact ;  on  a  donc 

E.  V     E'.  v' 
R   ""    K' 

v' "  R''  E 

V 

relation  qui  donne  le  rapport  -7  * 

Si  les  deux  pieces  sont  de  mfeme  matiere,  on  doit  evidemment  prendre 
R  m  R*  et  par  suite  v  =  v\ 

Dans  le  cas  ou  les  lignes  des  fibres  moyennes  HK,  H'K'  sont  sembla- 
blement  situees  sur  chacune  des  deux  poutres,  la  condition  v  =  «'  revient 
a  dire  que  celles-ci  doivent  avoir  Tune  et  Tautre  la  meme  hauteur  dans 
chaque  section  transversale,  pour  travailler  a  la  meme  charge  maximum. 

3°  Gonsiderons  le  cas  ou  nous  avons  deux  poutres  en  croix,  de  section 
constante,  encastrees  en  A  et  B  et  supportant  une  charge  totale  P  a  leur 
extremite  commune  C  et  cherchons,  comme  tout  a  Fheure,  comment  il 
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faut  les  proportionner  pour  que  les  sections  d'encastrement,  qui  sont 
evidemment  les  plus  fatiguees,  travaillent  aux  charges  R  et  R'  assignees 
d'avance.  La  force  P  se  repartit  en  deux  autresp  etp'  en  donnant  lieu  a 
des  fleches  egales  f  et  f\  de  sorte  que  (§  88) 


Or,  on  a 


-^      SE.I""*^  ""SEM' 
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En  deduisanl  de  ces  dernieres  equations  les  valeurs  dep  et  dep'  eten 
les  porlant  dans  la  premiere,  on  obtient 


V  _R    e;   /LV 

P  "R'*   E"  VlV 


Telle  est  la  relation  a  laquelle  doivent  satisfaire  les  deux  pieces. 
Lorsque  ces  dernieres  sont  de  meme  matiere,  cette  equation  se  reduit  a 

L\2 


v'     Ilv 


Dans  les  circonstances  qui  se  presentent  le  plus  souvent  dans  la  pra- 
tique,  les  deux  poutres,  au  lieu 


d'etre  encastrees,  reposent  cha- 
cune  par  leurs  extremites  sur 
deux  points  d'appui  et  sont  en 
contact  par  leur  milieu  commun. 
Comme  nous  le  verrons  bient6t, 
ce  cas  se  ramene  a  celui  de 
pieces  eni^astrees  au  point  U 
et  sollicitees  en  A,  B,  C,  D  par 
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des  forces  egales  auxreactions  des  points  d'appui,  c'est-a-direagp  et 
5  p'.  Ce  probleme  se  ramene  donc  immediatement  au  precedent. 

4®  Deux  series  de  barres  horizontales  reposant  les  unes  sur  les  autres 
a  leurs  points  de  croisement  et  encastrees  en  AB  et  AC  forment  le  qua- 
drillage  represente  par  la  figure  101 ;  on  demande  quelles  dimensions  11 

faut  leur  donner  pour  que,  sous  Taction  des  forces  p,  p\ p^,  p/, 

elles  travalllent  toutes  a  la  charge  maximum  R  consideree  comme 
admissible. 

Pour  resoudre  ce  probleme,  donnons-nous  le  rapport,  evldemment 
arbitralre,  suivant  lequel  nous  desirons  que  les  charges  p,  p',....  se 

repartissent  entre  les  barres ;  admettons  par  exemple  que  la  serie  n^  1 

2  1 

doive  en  supporter  les  s  et  Tautre  le  «.  Considerons  a  part  la  premiere 

2      2             2       2 
soumise  a  Taction  des  forces  « /?,  ^p', «  p„  q p\, et,  apres  avoir 

trace  les  courbes  des  efforts  tranchants  et  des  moments  flechissants 

(§  56),  determinons  pour  chaque  section  le  rapport  -  au  moyen  de  la 

relation 

I_  M 

p""  R 


ce  qui  donne  la  section  transversale  consideree,  une  fois  qu'on  s'est 
fixe  arbitrairement  soit  v,  soit  plut6t  la  forme  qu'on  desire  adopter. 


Proj.  horiz'" 
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Si  nous  dctemiinons  mainlenanl  la  figure  qu'affectent,  apres  leur 

deformation,  ces  memes  poutres  n°  1,  actuellemenl  connues,  sous  rin- 

2 
fluence  des  forces  s  p (^  S8),  nous  en  deduirons  immediatement,  en 

faisant  les  coupes  *  «',  ^  p', quelle  est  la  forme  que  doivent  pren- 

dre  a  leur  tour  les  barres  de  la  deuxieme  serie  puisque,  par  hypothese, 
il  y  a  toujours  contact  des  unes  avec  les  autres,  et  nous  nous  trouvons 
ainsi  amene  a  chercher  les  dimensions  qu'il  faut  donner  auz  piecesn"  3 

\ 
pour  que,  sous  Taction  des  forces  s  p, ,  elles  prennent  une  forme 

donnee ;  c'est  precisement  la  question  qui  a  ete  Iraitee  au  paragraphe  61 , 
de  sorte  que  le  probleme  que  nous  nous  etions  pose  peut  6tre  consi- 
dere  comme  resolu, 

£n  terminanl,  il  est  a  peine  besoin  d'ajouter,  comme  tout  a  Vbeure, 
que  le  cas  oit  les  barres  reposent  par  leurs  extr^mites  sur  deux 
points  d'appui  se  ramene  a  celui  que  nous  venons  d'etudier,  pourvu 

qu'on  Egoute  aux  forces  s  p, ^jj,    celles  qui  sont  dues   aux 

rSactions  des  appuis  el  qui  se  deduisent  de  la  connaissance  des  forces 
telles  que  nous  les  snpposons  appliquees  a  chaque  barre  s^parement. 


.  —  Galoul  du  moment  d'inertle  pour  les  surf 
g^om^trlques  de  formes  slmples. 


Supposons  qu'il  s'agisse  d'une  surface  plane  de  forme  ge( 
tres  simple,  rectangle,  triangle,  cercle,  etc,  on  commence  p 
miner  la  posilion  en  hauteup  de  son 
centre  de  gravile  et  on  a  ainsi  la 
ligne  n  a'  par  rapport  a  laquellc  il 
faut  calculer  le  moment  d'inertie  I 
qui  enlre  dans  les  formules  de  la 
flexion.  En  adoptant  aa'  pour  axe  des  ^'B-  102 

a;,  on  voit  que,  la  surface  d'un  element  infiniment  petit  ^tar 
dx.  dy,  la  quantite  cherchee  a  pour  expression 


-ffy*.d^.dy  =  \fy^. 


dx 


en  integrant  entre  les  limiles  convenables. 

Dans  un  certain  nombre  de  cas  simples,  Vint^gration  prece( 
feclue  sans  difficulle ;  on  peut  d'ailleurs  souvent  la  simpUfie 
decomposant  la  surface  en  bandes  horizontales  ou  verticales, 
gles,  etc,  soit  en  ayant  recours  a  d'autres  arlifices ;  ce  so 
recherches  analytiques  sur  lesquelles  nous  n'avons  pas  a  in 
Nous  donnons  plus  loin  (§  70)  les  resultats  relatifs  aux  formej 
usuelles. 


§  64.  —  Moment  d'inertie  autour  d'une  droite  qui  i 
pas  par  le  centre  de  gravitd. 

Soit  I  le  moment  d'inertie  d'ane  surface  quelcon(]ue  O  par 

une  droile  «  a'   qui  passe  par  son  ^ 

cenlre  degravite,  riememe  moment  /^             ^\ 

par  rapport  a  une  droite  parallele  SS'    a--/---a >- 

distante  de  la  premiere  d'une  quan-  V,.,^^ 

tile  D,  OQ  a  souvent  besoin  de  passer  ^— ' 

de  la  connaissance  de  I  a  celle   de     s 

I'  ou  inversement;  nous  rappellerons  pig.  103 
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quMl  suffit  pour  cela  de  faire   usage    de   la   relation   bien   connue 

r  =  I  +  Q.  D« 

Elle  permet  d'obtenir  immediatement  un  certain  nombre  des  resultals 
consignes  au  paragraphe  70. 


?r~T  . 
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§  65.  —  Galcul  du  moment  d'inertie  pour  les  surfaces  planes 

de  formes  quelconques. 

Si  la  surface  consideree  est  limitee  par  un  contour  curviligne  de  forme 
plus  ou  moins  complexe,  on  peut  avoir  recours  au  mode  habituel  d*in- 

tegration  graphique  pour  calculer 

Texpression  -^J  y^.dx  relative  a 

chacune  des  moiti6s  de  la  surface  : 

,      a  cet   eflfet  on  partagera  la  lon- 

gueur  totale  AB  en  un  certain  nom- 

^8«  104  bre  de  parties  egales  et  on  mesu- 

rera  les  ordonnees  y^y  y^,  ....  yn  correspondant  aux  points  de  division. 

On  aura  alors,  en  vertu  d'une  formule  connue, 

1=3«  [2^0^  +  ^*^  + +  i^»-i  +  2 y^v 

a  etant  Tecartement  de  deux  ordonnees  consecutives. 

Eu  egard  aux  formes  que  presentent  les  sections  transversales  des 
pieces  soumises  a  la  flexion,  il  est  presque  toujours  preferable  d'operer 
d'une  autre  maniere  et  d'avoir  recours,  suivant  les  cas,  a  Tun  ou  Taulre 
des  procedes  suivants : 

1®  II  arrive  souvent  que  la  section  donnee  peut  etre  consideree 
comme  etant  la  somme  ou  la  diflference  de  surfaces  dont  on  connait 
deja  les  moments  d'inertie;  il  suffit  alors  evidemment  d'ajouter  ou  de 
retrancher  ces  derniers  entre  eux  pour  avoir  Texpression  cherchee. 
Cest  ce  qui  a  lieu  pour  un  rectangle  creux,  un  anneau  circulaire,  un 
fer  a  double  T,  etc.  La  meme  circonstance  se  presente  pour  une  pou- 
tre  en  Uile  armee  de  cornieres  comme  celle  qui  est  representee  par  la 
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figure  105,  chacune  des  parties  situee  d'un  c6te  de  Taxe  a  a'  peut  en 
eflfet  etre  regardee  comme  etant  la  somme  des  rectangles  1, 2, 3, 4  dont 
nous  designerons  les  largeurs  par  a,,  a„  a„  a^,  ce  qui  donne  pour  mo- 
ment  d'inertie  de  la  portion  superieure 

Une  formule  analogue  est  applicable  a  la  moitie  inferieure. 

Ces  exemples,  qu'il  est  inutile  de  multiplier,  montrent  comment  on 
peut  operer ;  pour  un  cas  particulier  donne,  il  sera  d'ailleurs  souvent 


Cl, 


^^yjv^^y^xjXTA^^rr^^xM 


Fig.  105 


preferable  de  calculer  immediatement  les  valeurs  numeriques  des 
diverses  parties  considerees  et  de  les  combiner  convenablement  entre 
elles  sans  etablir  prealablement  une  formule  algebrique  analogue  a  celle 
qui  precede. 

V  Dans  le  cas  de  fers  a  T  de  grandes  dimensions  ou  de  poutres  d'as- 
semblage  en  t61e  dans  lesquelles  Tepaisseur  des  semelles  et  de  Tame 
est  generalement  faible  par  rapport  a  la  hauteur  totale  de  la  piece,  on 
a  souvent  une  approximation  bien  sufSsante  en  admettant  que  le  mo- 
ment  dMnertie  de  chacun  des  rectangles  parliels  par  rapport  a  une  ligne 
telle  que  CD  est  egal  a  sa  surface  Q 
multipliee  par  le  carre  de  la  dis- 
tance  h  mesuree  au  milieu  de  Tepais- 
seur  AB;  cela  revient  a  negliger  le 
moment  d'inertie  du  rectangle  par 
rapport  a  la  parallele  m  nC  qui  passe 
par  son  centre  de  gravite  de  sorte 
qu'on  a  ainsi  une  valeur  un  peu  trop 
faible  pour  I  et  par  suite  un  petit  excedant  de  solidite  de  l'ouvrage  rela- 
tivement  aux  previsions,  ce  qui  n'a  pas  d'inconvenient. 
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Quand  on  agit  ainsi,  il  convient  d'operer  de  fa^on  a  obtenir  a  la  fois  la 
position  du  centre  de  gravite  et  la  valeur  du  moment  d*inertie  par  rap- 
port  a  un  axe  passant  par  ce  dernier.  Voici  comment  on  peut  disposer 
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Fig.  107 

les  calculs  en  prenant  pour  axe  provisoire  une  ligne  CC  passant  par 
exemple  par  la  partie  inferieure  de  la  piece. 
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»■< 


No»  des 
rectangles 

l 

Largeors 

des 
rectangles 

i[ 

Hauteurs 

dcs 
reclangles 

lU 

Sarfaces 
des  rectangles 

IV  =  U  X  Ul 

Distances 
des  milieax 
ii  raxo  CC 

v 

Homents 
des  surfaces 

VI  =  IV  X  V 

Moments 
d'iaertio 

VU-7-VIxV 

1 
2 
3 

h, 
hi 

a^Xhk 
a^Xh^ 

a^Xh^Xh^ 
a^XhtXh^ 

aiX^XV 
OjX^iXV 

Sommes 

0 

S 

r 

Une  fois  effectues  les  calculs  qui  sont  indiques  par  le  tableau  prece- 
dent,  on  obtient  evidemment  la  hauteur  D  du  centre  de  gravite  et  le 
moment  d'inertie  I  par  rapport  a  Taxe  aa  au  moyen  des  relations 


Q.  D  =  S 
r=I  +  Q.  D« 


r 


=  r— D.  D'= 


:r.-2 


3°  Un  mode  de  calcul  analogue  est  avantageusement  applicable  a  une 
surface  curviligne  quelconque.  Voici  conunent  on  peut  operer :  on  par- 
tage  la  hauteur  totale  AB  en  un  certain  nombre  de  parties  egales ;  par 


Fig.  108 
les  milieux  m  on  mene  des  horizontales  dont  on  mesure  les  longueurs 

a„  a„ et,  pour  plus  de  commodite,  on  fait  passer  Taxe  provisoire  GC 

par  le  demier  de  ces  points  m.  Appelons  b  la  hauteur  de  chacune  des 
bandes  borizonlales  indiquees  par  des  hachures;  Tune  d'elles,  la  troisieme 
par  exemple,  peul  elre  consideree  comme  ayant  a^Xb  pour  surface, 
(«3  X  &}  X  2  6  pour  momenl  par  rapporl  a  CC  et  (d,  X  &)  X  (2  ft)'  pour 
moment  d'inertie.  On  peut  donc  former  le  lableau  suivant  : 
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111 

dea  surfacei  diiis&s 
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IV  z=  II  X  111 

MomeDts  d'inBrUis 
dmif»  p«  ft» 

V  r=   IV  X  lU 
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On  a  alors,  en  appelant  O  la  surface  totale  et  D  la  distance  de  son 
centre  de  gravite  a  Taxe  CC, 


et  par  suite 


Q.  D  =  S.  b* 


Nous  ajouterons  que,  si  la  section  donnee  est  symetrique  non  seule- 
ment  par  rapport  au  plan  qui  contient  les  forces,  mais  encore  par  rapport 
a  une  droite  horizontale  aa*,  c'est  cette  derniere  qu'il  faut  iramediate- 
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Fig.  109 

ment  prendre  pour  axe  definitif  des  moments ;  on  ne  fera  les  calculs  que 
pour  Tune  des  moities  K  de  la  surface  et  on  aura  le  moment  d'inertie 
cherche  I  en  doublant  le  resultat  obtenu.  Cest  ainsi  que,  pour  une 
poutre  symetrique  a  double  T,  on  a,  dans  les  conditions  d*approximation 
qui  ont  ete  definies  plus  haut, 

I  =  2Q.  h* 
Q  etant  la  surface  de  chacune  des  semelles. 


§  66.  —  Avantage  des  sections  6vid6e8. 


Lorsqu'une  poutre  est  flechie,  ce  sont,  dans  chaque  section  transver- 
sale,  les  parties  les  plus  eloignees  du  centre  qui  agissent  de  la  maniere 
la  plus  energique  pour  s*opposer  aux  efforts  de  traction  et  de  compres- 
sion  provenant  du  fait  meme  de  la  flexion;  or,  comme  ce  sont  ces  der- 
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niers  efforts  dont  le  r61e  est  de  beaucoup  le  plus  important  des  que  le 
bras  de  levier  des  forces  exterieures  en  jeu  a  une  valeur  notable,  il 
s'ensuit  qu'on  a  interet  a  reporter  la  maliere  le  plus  loin  possible  de  la 
partie  centrale.  De  la  provient  Tavantage  considerable  que  presentent 
sous  ce  rapport  les  pieces  dont  Tame  est  evidee,  telles  que  les  cylindres 
a  section  annulaire,  les  poutres  creuses,  les  corniores,  lesfersa  T,  etc; 
c'est  aussi  Tune  des  raisons  pour  lesquelles  une  construction  en  fer 
peut,  a  poidsegal,  etre  beaucoup  plus  resistante  que  si  elle  etait  en  bois: 
il  est  en  effet  possible  d*y  repartir  la  matiere  d'une  facon  beaucoup  plus 
avantageuse  au  point  de  vue  de  la  flexion,  en  faisant  usage  de  pieces 
evidees  dont  la  fabrication  estdevenue  courante  depuis  longtemps  dans 
les  usines  metallurgiques.  11  ne  faut  pas  cependant  aller  trop  loin  dans 
cette  voie  sous  peinedevoir  se  produire  soit  un  cisaillement  dansTame, 
soit  un  deversement  general  dela  poutre;  nous  nous  sommes  longue- 
ment  etendu  sur  le  premier  point  en  parlant  de  Teffort  tranchant  et  du 
glissement  longitudinal  et  nous  avons  donne  les  regles  pratiques  rela- 
tives  a  ce  sujet  (§  50  et  51);  quant  au  second  nous  allons  le  traiter  som- 
mairement  tout  a  rheure  (§  69). 


§  67.  -—  Emplol  de  sections  non  sym^triques. 


Si  Ton  considere  une  piece  dont  la  section  transversale  n'est  pas 
symetrique  par  rapport  a  Taxe  aa'  qui  passe  par  son  centre  de  gravite, 
les  charges  maximum  R  et  R'  des  fibres  qui  travaillent  le  plus  sont 
donnees,  comme  nous  le  savons,  par 
les  relations 


R 


Pontre  reposani  sar  deax  appais 

B  B* 

U.  V   r^       .  Ccmppession  \ZZZ^^}22Z1'1 


=  — 4—  (Traction,  en  AA') 


R'  =  — 'j—  (compression,enBB')  cl ^ 
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R'  ■"»' 


A  A' 

Fig.   110 

Supposons  que  nous  ayons  affaire  a  une  piece  de  fonte;  nous  avons 
vu  que  ce  metal  resiste  beaucoup  mieux  a  la  compression  qu'a  la  trac- 
tion  et  nous  avons  admis  que,  dans  les  circonstances  ordinaires,  les 
charges  par  millimetre  carre  qu'on  peut  lui  appliquer  avec  securite  sont 
respectivement  de  12  kg.  et  de  3  kg.  (§  33  et  28) ;  si  donc  on  veut  profi- 
ter,  aussi  bien  dans  la  partie  etendue  AA*  que  dans  la  partie  comprimee 


§67 
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BB',  de  toute  la  latitude  que  permet  remploi  de  cette  matiere,  il  faut 
evidemment  faire  en  sorte  qu'on  ait 


»'  "■  R'  ""  12  ""  4 


i'Tfli\^/  -^  Compression 


On  est  ainsi  conduit  a  Temploi  de  sections  dont  le  profil  n'est  pas 

symetrique  par  rapport  a  raxeaa .  C*est  effectivement  cette  solutionqui 

est  en  general  adoptee  pour  les  poutres  en  fonte  destinees  aux  con- 

structions  et  aux  grands  travaux  d*art;  mais,  dans  la  pratique,onconsi- 

V       1 
dere  comme  a  peu  pres  impossibie  d*aiier  jusqu'a  ia  iimite  p  =  i  parce 

que  aiors,  sous  rinfluence  des  differences  considerabies  d'epaisseur  de 
matiere,  ii  se  produirait  des  retraits  tres  inegaux  et  des  tensions  inte- 
rieures  susceptibies  de  compromettre  ia  soiidite  des  pieces ;  on  serait  en 
outre  tres  expose  a  voir  ia  partie  comprimee  se  gauchir  et  se  deverser 
iateraiement  par  suite  de  son  peu  d*epaisseur.  Pour  ces  divers  motifs  on 

V        i 

se  borne  ie  pius  souvent  a  disposer  ies  clioses  de  facon  qu'on  ait  ~»  =  a 

comme  on  ie  voit  dansiafigurelll 
qui  represente  un  type  de  poutre 
qui  a  ete  avantageusement  employe 
pour  des  piancliers  metaiiiques 
supportant  des  voutes  en  briques 
qui  reposaient  sur  ies  faces  incli- 
nees  D  et  D'. 

Supposons  maintenant  qu'ii  s'a- 
gisse  d'un  corps   pour  iequei  ies 
charges  de  securite  admises  dans 
action        ia  pratique  soient  les  memes  pour 
ia    traction    et    ia    compression, 
Fig.  111  comme  ceiaa  iieu  pour  ies  metaux 

autres  que  ia  fonte;  on  voit  que, 
si  i'on  ne  doit  jamais  depasser  ies  points  en  question,  ii  y  a 
mteret  a  avoir  v  =  v\  c'est-a-dire  a  faire  usage  de  sections  symetriqu^s 
telles  que  ceiies  de  fers  a  doubie  T  a  semeiies  egaies.  La  meme  conciu- 
sion  subsiste  encore  si  i'on  fait  travaiiier  ie  corps  jusqu'a  sa  iimite  d'eia- 
sticite,  car  ies  charges  par  miiiimetre  carre  qui  commencent  a  aiterer 
cette  derniere  diflferent  peu  dans  ia  pratique  Fune  de  i'autre.  Ces  remar- 
ques  font  comprendre  pourquoi  on  prefere  en  generai  des  sections  syme- 
triques  pour  ies  poutres  faites  avec  un  metai  autre  que  ia  fonte;  cette 
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maniere  de  voir  n'est  pas  cependant  universellement  adoptee :  un  cer- 
tain  nombre  d'ingenieurs  en  effet,  se  basant  sur  ce  fait  que  les  ckarges 
de  rupture  a  la  traction  et  a  la  compression  dififerent  souvent  tres  nota- 
blement  Tune  de  Tautre  (34  kg.  et  25  kg.  par  exemple  pour  le  fer),  ont 
preconise  l'emploi  de  piecesa  sections  nonsymetriques.Denombreuses 
experiences  ont  ete  entreprises  a  ce  sujet,  mais  leurs  resultats  sontloin 
d'etre  bien  concordants  et  il  n'y  a  pas  lieu  de  s*en  etonner  quand  on 
songe  combien  les  ph^nomenes  de  rupture  par  flexion  sont  compliques 
non  seulement  par  eux-memes  (§  13S),  mais  encore  par  les  circonstances 
accessoires  de  gauchissement  ou  de  deversement  lateral  qui  viennent 
s'y  adjoindre  et  qui  varient  d*un  cas  a  Tautre  suivant  la  nature  et  la  dis- 
posilion  des  liaisons  qui  unissent  la  piece  consideree  au  reste  de  la 
construction.  On  ne  doit  pas  d'ailleurs  perdre  de  vue  ce  fait  capital 
que  nous  avons  deja  signale  (§  17),  a  savoir  que  nos  formules  de 
Resistance  deviennent  absolument  inapplicables  a  partir  du  point  ou 
Telasticite  est  alteree ;  comme  il  importe  essentiellement  que  ce  demier 
point  ne  soit  pas  depasse  au  moins  dans  les  constructions  qui  n*ont  pas 
un  caractere  temporaire,  nous  voyons  donc  qu'en  general  Temploi  de 
poutres  a  sections  symetriques  se  trouve  tout  naturellement  indique 
pour  les  metaux  autres  que  la  fonte. 


§  68.  —  Effet  produit  dans  oertains  cas  par  une  troncature. 

D'apres  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut,  on  pourrait  croire  qu*il  y  a 
loujours  interet  a  ajouter  a  un  corps  travaillant  par  flexion  de  nouvelle 
matiere  plus  eloignee  de  Taxe  que  celle  qui 
existe  deja,  mais  il  est  facile  de  voir  qu'il 
peut  ne  pas  en  etre  ainsi.  Si  Ton  considere 

N-  1 

par  exemple  la  section  representee  par  le   * ^r^ 

n*  1  de la figure  112 et  si  on lui  ajoute deux  ^  uM^Tm 
lames  minces  A  etB,  onvoit  quele  moment  ['/^^ 

v'' '  'A 

d*inertie  I  n'est  accru  que  d'une  faible  quan- 
tite  tandis    que   la  distance  v  augmente 

considerablement;  le  rapport  -   se  trouve  ^'^^*  ^^^ 

donc  alors  sensiblement  diminue.  U  resulte 

de  la  que,  si  Ton  veut  qu'en  aucun  point  de  la  piece  la  charge  par  mil- 

limetre  carre  R  =  M.  ?  ne  depasse  pas  une  certaine  limite,  on  ne  pourra 
pas,  apres  Taddition  des  appendices  A  et  B,  lui  faire  supporter  un  effort 


^and  qu'auparavant;  or  le  but  que  nous  nous  proposons  dans 
nos  etudes,  pour  eviter  une  rupture  immediate  ou  eloignee,  est 
re  en  sorte  qu'il  n'y  ait  dans  les  corps  aucun  point  oii  la  limite 
icite  soit  depassee  (§  16);  nous  voyons  donc  que  la  section  n°  2 
.  ce  point  de  vue,  etre  consideree  comme  inferieure  a  Tautre  ou, 
ulres  termes,  qu'une  troncature  peut  parfois  augmenler  la  valeur 
'ort  maximum  qa'on  peut,  sans  inconvenient,  faire  supporter  a  la 
piece  ('). 

La  proposilion  que  nous  venons  d'enon- 
cer  n'est  pas  limitee  aux  seuls  cas  ou  les 
surfaces  considerees  ont  une  forms  aussi  in- 
solite  que  celle  sur  laquelle  nous  venons  de 
raisonner ;  son  exactitude  theorique  subsiste 
encore  dans  un  grand  nombre  de  circonstan- 
ces  oii  la  seclion  en  question  ne  se  termine 
point  par  des  extremites  minces  ou  aigues 
comme  tout  a  Theure.  Pour  un  cercle  par 
'  "*' ' '"  exemple,  on  trouve  que  des  troncatures  MN, 

istanles  entre  elles  des  yrjr  du  diametre  augmentent  le  quotient  - 

environ  {') ;  mais,  dans  ce  cas  ainsi  d'ailleurs  que  |dans  ceux  qui 
isentent  avec  les  formes  usuelles  de  sections,  raugmentation 
ouve  parfois  le  rapport  -  est  trop  faible  pour  qu'il  y  ait  lieu  d'en 
;omptedans  la  pratique;  ilsufflt  seulemenld'etreeclalre  aTavance 

point  singulier  de  la  Resistance  des  materiaux. 


-  GauoMssement  des  pldoes  soumises  &  des  efforts 
de  flexlon. 


s  avons  loujours  suppose  jusqu'ici  que  les  forces  flechissantes 
Uicitent  une  piece  sont  situees  dans  le  plan  de  symetrie  de  cette 

bU  na  vaot  pu  dire  qne  1»  ruplure  de  It  pitee  u*  S  m  produirt  iciiis  ime  eliugB 
qiu  pODr  le  D'  1 ;  «'est  mjme  le  coutrun  qui  b  g£ii£ralaDieiiI  liea  parce  qae  les  ippea- 
I B,  quoique  ajtot  iifisU  at  de  beaucoop  la  limite  d'jlutieitd,  rAiislaiit  cepeDduit  nicore 
I  eerluna  mesut«i  maii  il  n'8ii  est  pii  moiii$  ini  de  dira  qna,  duu  una  coDilTuctioD 
iture  dnrablo,  il  conTiont  de  do  djpBuer  an  BUcnD  point  It  limile  en  quettioa.  Duii 
na  il  eit  iTiM  plus  d'uiiD  roii  que  des  neMuree  tailogiLai  &  A  el  &  B  ae  sonl  briiiei 
cbirga  bien  iDHrioure  i  cello  que  pouTait  eupporlar  uns  incODT&iiaDt  U  piice  muDiede 
udicM,  et  on  ■  tlora  puremant  at  timplemaat  prii  lo  parli  d'enleTer  ces  darniers  sGn  de 
Toir,  dsni  une  coDstniclioii  ou  nn  anseDible  mfcuique,  ODa  piiee  prJseDttnt  das  eom- 
inls  da  frictnre. 
r  la  BiiiittanM  iet  eorpt  toUdet,  ptT  KtTier  et  de  Sunt-VMiiDt,  p.  9i. 
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derniere;  mais,  lors  meme  qu'on  s*est  efforce  de  realiser  cetle  condi- 
tion,  il  arrive  souvent  qu'elle  n'est  pas  rigoureusement  remplie  dans  la 
pratique  soit  par  suite  d*une  circonstance  accidentelle,  soit  a  cause  des 
vibrations  auxquelles  Tensemble  du  systeme  est  expose  et  qui  sont 
susceptibles  de  [faire  sortir  momentanement  du  plan  de  symetrie  les 
points  d'application  des  forces,  soit  enfin  en  raison  meme  dumode  d'execu- 
tionde  Touvrage  et  des  efforts  interieurs  qui  s'y  developpent.  Conside- 
rons  par  exemple  deux  grandes  poutres  de  pont  A  et  B  reiiees  par  des 


P  P 

Fig.  114 

pieces  transversales  CD  auxquelles  sont  appliquees  les  charges  :  sous 
Taction  de  ces  demieres,  les  pieces  CD  flechissent  de  sorte  que  leur 
point  de  contact  avec  les  semelles  inferieures  se  trouve  alors  situe  a  une 
certaine  distance  de  Tame,  comme  on  le  voit  sur  la  figure  114.  Sous 
rinfluence  des  forces  excentrees  P,  chacune  des  poutres  A  et  B  tend 
a  flechir  dans  le  sens  des  fleches  (p  et,  si  des  dispositions  speciales  n'ont 
pas  ete  prises  pour  r6sister  a  ce  moment  gauchissant,  il  se  produil  un 
deversement  qui  est  parfois  assez  prononce  pour  entrainer  la  chute  de 
lout  le  systeme.  Pour  des  pieces  de  faibles  dimensions,  comieres,  fers 
a  T,  etc,  cet  effet  n'est  presque  jamais  a  craindre  a  cause  du  peu  de 
hauteur  de  Tame  et  de  ses  dimensions  relativement  fortes ;  mais  comme 
Texperience  Ta  prouve  plus  d'une  fois,  il  cesse  d'en  etre  de  mfeme  avec 
les  poutres  d*assemblage  en  t61e  employees  dans  les  grands  ouvrages 
d'art.  Pour  resister  au  moment  gauchissant  ^,  il  faut  alors,  soit  reunir 
les  semelles  superieures  E  et  F  par  des  pieces  horizontales  formant 
contreventement  et  les  maintenant,  a  une  distance  constanle,  soit  munir 
les  ames  verticales  d*armatures  (cornieres  ou  fers  a  T)  assemblees 
avec  les  pieces  transversales  CD  et  assez  vigoureuses  pour  resister 
aux  efforts  de  deversement  dont  nous  venons  de  parler.  On  trouvera 
a  ce  sujet  des  considerations  detaillees  dans  une  etude  interessante 
de  M.  Perisse  qui  donne  en  meme  temps  des  formules  pratiques  rela- 
tives  au  calcul  de  ces  divers  genres  de  consolidations  (}).  Ce  meme 

(1)  Da  gaachissement  des  poatres  des  poats  ea  fer  afec  calcal  des  coatreTeatements  par 
SylTaia  Pdriu6.  Voir  aossi,  sor  ce  mdme  sajet,  les  Comptes  Rendus  de  VAcadSmie  de$  Scieneee 
l«r  semestre  1880,  p.  U13  et  ler  semestre  188t,  p.  948. 
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ingenieur  a  egalement  signale  la  tendance  au  gauchissement  resultant 
de  la  compression  qui,  par  le  fait  meme  de  la  flexion,  se  produit  dans 
les  semelles  superieures  E,  F  soumises  a  des  eflforts  de  compres- 
sion  :  il  est  bien  clair  que  celles-ci  se  trouvent  dans  des  conditions 
assez  analogues  a  celles  qui  se  presentent  pour  les  pieces  chargees 
debout  et  qu'il  y  a  lieu,  comme  pour  ces  demieres,  de  ne  pas  depasser 
la  limite  a  partir  de  laquelle  commencerait  a  se  produire  une  flexion 
dangereuse.  Des  comparaisons  faites  avec  des  ouvrages  existants  et 
ayant  fait  sous  ce  rapport  leurs  preuves  de  solidite  peimettront  de  se 
mettre,  a  cet  egard,  dans  debonnes  conditions  et  de  donner  a  Touvrage 
toute  la  rigidite  transversale  qui  est  necessaire. 


§  70.-  Valeurs  desmoments  dlnertie  de  diverses  surfaces. 


Le  tableau  suivant  fait  connaitre,  pour  les  sections  les  plus  usuelles, 
la  surface  S,  la  position  du  centre  de  gravite  definie  par  la  distance  v, 

le  moment  d*inertie  et  le  rapport  —  ;  on  remarquera  que,  dans  certains 

cas,  nous  donnons  les  valeurs  de  I  relatives  non  seulement  a  un  axe  pas- 
santparle  centredegravite,maisencore  a  une  autre  ligne  parallele ;  cela 
apour  but  de  permettre  de  calculer  facilementles  moments  d'inertie  de 
certaines  surfaces  qu'on  est  conduit  a  decomposer,  comme  nous  Tavons 
dit,  en  plusieurs  autres  de  formes  plus  simples.  On  passe,  d'ailleurs, 
facilement  de  Tune  de  ces  expressions  a  Tautre  en  se  basant  sur  la 
relation  indiquee  au  paragraphe  64. 

Pour  les  cornieres,  les  fers  a  T  et  les  autres  fers  profiles  d*un  usage 
courant,  on  trouve  presque  toujours  maintenant  dans  le  catalogue  de 
chaque  usine  le  poids  par  metre  courant,  ainsi  que  les  valeurs  de  i;, 

de  I  et  de  -  calculees  pour  les  profils  les  plus  employes ;  ce  sont  celles 

V 

qu*on  devra  employer  sauf  a  avoir  recours,  pour  une  premiere  etude, 
aux  formules  approchees  dans  lesquelles  on  neglige  le  moment  d'inertie 
de  l*ame  et  ou  on  suppose  la  matiere  de  chaque  semelle  concentree  en 
son  centre  de  gravite,  ce  qui  revient  a  laisser  egalement  de  c6te  son 
moment  d'inertie  propre  pris  par  rapport  a  un  axe  parallele  passant  par 
ce  demier  point. 
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sssentiellement  de  remarquer  que  les  fonnules  donnees 
[■  la  ilexion  n'ont  ete  etablies  que  pour  des  pieces  symetri- 
port  a  un  plan  qui  contient  les  forces  flechisaantes  et  ne 
pas,  par  coDsequent,  a  tous  les  profila  compris  dans  ceux 
[^s  plus  haut.  On  verra  plus  tard  (§  81)  ce  qu'il  convient 
id  cette  condition  de  symetrie  n'est  pas  remplie. 


5'^ 


ETUDB  DB  DIVERS  CAS  PARTIOULIBRS 
RBLATIFS  A  LA  FLBXION  PLANB  DES  PIBGBS  DROITBS. 

II  y  a  un  certain  nombre  de  cas  particuliers  qui  sont  relatifs  a  la 
flexion  des  pieces  droites  et  qui  se  rencontrent  frequemment  dans  la 
pratique ;  nous  allons  nous  occuper  de  leur  etude  et  faire  connaitre  les 
resultats  relatifs  a  chacun  d'eux.  Ge  ne  sont  d'ailleurs  que  des  applica- 
tions  des  theories  generales  qui  ont  ete  exposees  precedemment  et  qui 
nous  ont  permis  d'^tablir  les  equations  suivantes  {%  55) . 

1®  p  etant  le  rayon  de  courbure  de  la  flbre  moyenne  deformee  dans. 
une  section  transversale  ou  le  moment  flechissant  est  egal  a  M,  on  a 

P 

^  La  charge  par  millimetre  carre  de  la  fibre  la  plus  chargee  de  cette 
meme  section  est  donnee  par  la  relation 

£J=M 

3«  L'equation  diflferentielle  de  la  fibre  moyenne  deformee  est  (§  68) 

E.I.^  =  M 

Ces  relations  ont  ete  etablies,  comme  nous  le  savons,  sans  qu*il  fCit 
n^cessaire  de  supposer  que  la  section  de  la  piece  est  constante  sur 
toute  sa  longueur. 


§  71.  -*  Pi6ce  diiQastrdd  &  une  extrdmitd  6t  fl^chie  par 

un  couple. 

Nous  avons  deja  etudie  ce  cas  (§  43)  et  nous  avons  trouve  que  le 
rayon  de  courbure  p  en  un  point  quelconque  est  donne  par  la  relation 

— ^  =  Moment  fl^chissant  =  M 


r 


et  que  la  plus  grande  charge  R  se  d6duit  de  requalion 
R-1      « 


Si  la  piece  a  une  section  constante,  elle  se  courbe  alors  en  arc  de 
cle  et  la  charge  R  a  la  meme  valeur  dans  toutes  les  sections. 
II  ne  nous  reste  qu'a  calculer  la  ilecbe  ;  remarquons  pour  cela  qu' 


E.I 


=  M 


ou  approximativement  (§  58) 


ce  qui  donne  en  integranl  deux  fois,  I  ^tant  suppose  constant, 

dx 
E.  I.y  =  |M.  X' 

Faisons  maintenant  dans  cette  6quation  a;  =  L,  ce  qui  correspo 
y  =  /;nous  avons 

E.  I./=|m.  L- 

f_  M.  L- 


%  72.  — P16oe  encastrde  &  ime  extrdmltd  et  ohargde  A  Tai 
d*iin  poids  F. 


Cecasaetedejk  traile  en  detaU(§45  et58),  nous  nous  bomerons 
a  rappeler  les  resultats  que  nous  avons  obtenus  ;  P  etant  la  force 
male  appliquee  a  la  piece  de  longueur  L,  le  moment  fiechissant  dans 
seclion  transversalequelconquemnestP.  (L— x).  llestnulenKeti 
mum  a  Tencaslrement ;  la  courbe  des  moments  fiechissants  est  une  d 
KG  teUequeHG^P.L. 


•  i 
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L'eflfort  Iranchant  est  constant  et  egal  a  P;  il  est  reprtsente  par  rhori- 
zontale  UV  teUe  que  KU  i=  P  (*). 


— X 


Fig.  115 


La  charge  par  millimetre  carre  R  de  la  fibre  la  plus  chargee  de  la  sec- 
tion  mn  et  le  rayon  de  courbure  p  de  la  fibre  moyenne  deformee  sont 
donnes  par  les  formules 


R.  I 


=  Moment  fl^chissant  =  P«  (L  —  o;) 


— ^=  Moment  fl^chisBant  =  P.  (L  —  x/ 
9 


et  Tequation  differentielle  de  cette  meme  fibre  est 


E.  I.  ?T  =  Moment  fl^chissant  =  P.  (L  —  x) 
ax' 


Dans  le  cas  pa^ticulier  oii  la  piece  a  une  section  constante  sur  toute  sa 
longueur,  la  charge  est  maximum  a  Tencastrement  pour  lequel  on  a 


B.  I 


=  P,L 


R  = 


P.  L.» 


(I)  Gm  deax  lignes  fignratiTes  des  momenU  fltehiuanU  et  des  efforU  tranehanU  sont  iei  traefos 
l'nne  au-dessoos,  l'aalre  au-dessas  de  HK  enTertu  des  conTeDtions  foiles  aa  paragraphe  46« 


,aii3  la  mfime  hypothese,  requalion  de  la  fibre  moyeni 
§38) 

E.I.y  =  |p.L.^«-lp.** 
oi  conduU,  pour  la  fleche,  a  la  valeur 

sEn 


—  Pidoe  enoastr^e  &  tme  extr^mitd  et  nnift 
obargde. 

t  p  la  valeur  par  millimetre  courant  du  poids  uniformemi 


1 


|;:-:-v:V 


Fig.  iie 
ection  transvepsale  quelconque  mn  supporte  un  moment 

}d.=p.  (L  -  x)  x\(L~x)~^p.  ih~my 
!t  un  effopt  tranchant  6gal  a 


Q=j..(L~i) 
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La  courbe  des  moments  flechissants  est  une  parabole  KG ;  celle  des 
efforts  tranchants  est  une  droite  KU  et  on  a 

HG  =  |i>.L»  HD=i?.  L 


En  un  point  quelconque  de  la  fibre  moyenne 


EI-1         /T  ^. 

—  -  ^p.  (L  -  xy 


et  Tequation  de  la  fibre  moyenne  deformee  est : 


Enfin,  la  charge  R  de  la  fibre  la  plus  fatiguee  de  la  section  transver- 
sale  mn  est  donnee  par  Tequation 

R.     I  1  y-T  V, 

—  =2i>.  (L-a:)« 

Dans  le  cas  particulier  oii  la  piece  a  une  section  constante  sur  toute 

sa  longueur,  le  point  le  plus  charge  est  situe  a  Tencastrement  pour 

lequel 

R.  I  _  1      T . 
=  ^p.  L" 

L*equation  de  la  fibre  moyenne  deformee  est  alors 

^•^•S  =  l^-^^-'^^* 

En  integrant  deux  fois,  on  a,  puisque  I  est  constant  par  hypothese, 

E.I.»r=|j,(|L'«^-|L««+i«;*) 

La  fleche /"s^obtiendra  en  faisant  a;=L  dans  cette  equation,  ce  qui 
donne 

^      SE.l 


r 


11  est  a  remarquer  que,  si  le  poids  tolal  p.L,  au  lieu  < 
mement  reparli,  elait  concenlre  a  Textremite  libre  de  la  p 

serait  egale  a  fe-r.  c'est-a-dire  qu'elle  serait  plus  grandi 

cas  actuel  dans  le  rapporl  de  8  a  3. 


P16oe  reposant  snr  deax  appnls  de 
chargde  d^un  polds  P. 


La  poutre  etant  supposee  reposer  sur  deux  aretes  ou  c< 
zonlaux  situes  a  la  meme  hauteur  et  n'eprouver,  comme  t 
de  faibles  deformationa,  les  r^aclions  exercees  par  les  aj 
direction  qui  est  a  Ires  peu  pres  verticale  et  que  nous  p< 
erreur  sensible,  regarder  comme  telle.  D'apres  la  statique 


La  piece  etant  prise  avec  la  defonuation  qu'eUe  eprouve 


la  force  P,  on  peut  evidemment  la  considerer  comn 
un  point  quelconque  de  sa  longueur  et  en  partici 
t  appliquee  P ;  on  se  trouve  i 


section    transversale  ( 


§74 
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aux  deux  problemes  suivants  dontla  solution  a  ete  donnee  precedem- 
ment  (§  72) : 
l^  Piece  CB  encastree  en  C  et  supportant  a  son  extremite  une 

charge  P. ?  ; 


Pi«.  118 


2®  Piece  CA  encastr6e  en  C  et  supportant  a  son   extremite  une 
a 


charge  P. 


6' 


4P-Ar 


Tracons  la  courbe   des   moments 

flechissants  :  de  B  en  C   c*est  une 

d    b 
ligne  droite  BD  telle  que  KD=P.      '  . 

de  A  en  K,  c'est  la  droite  AD.  Quant  a 
Teffort  tranchant,  il  est  represente  par 
les  horizontales  UV  et  V'U'  qui  sont 
tracees  Tune  au-dessous,  Tautre  au- 
dessus  de  AB  (§  46).  Nous  avons 
ainsi  tout  ce  qui  est  necessaire  pour 
calculer  la  charge  maximum  R  en 
un  point  quelconque   de  la  piece  et 

par  suite  les  dimensions  de  cette  derniere. 
Si  nous  voulons  trouver  Tequation  de  la  fibre  moyenne  deformeo, 

nous  aurons  recours  aux  deux  relations  suivantes : 


Fig.  119 


de  A  en  K 


F  T  ^  -  — P      ^       ^ 

J!i.  X.  rr\    "*  —'  IT,  : — 7  .  X 


deKenB 


F  T  ^  =  — P        ^ 
^-  ^-  dx^  ^*  (a  +  b) 


(a  +  b  —  «) 


1  *  «»- 


r 
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En  inl^granl  deux  fois  chacune  de  ces  equalions,  nous  introdul 
quatre  constantes  qui  se  determineront  en  considerant : 
1"  que,  pour  x=o,  y=o  pour  le  troncon  AC, 
2"  que,  pour  aj=o-H-6,  y=o  pour  le  tron?on  CB, 
S"  que,  pour  x=b,  les  valeurs  de  y  doivent  6lre  les  meiQes  pou 
deux  tron^ons, 
4°  que,  pour  x=b,  les  valeurs  de  -J^  doivent  fetre  les  memea. 

Connaissant  les  quatre  constantes,  nous  en  deduirons  T^quation 
fibre  moyenne  deformee  et  par 
suite  la  fleche  en  un  point  quel- 
conque.  Dans  la  pratique,  il 
sera  presque  toujours  preferable 
d'avoir  recours,  pour  cette  der- 
niere  determination,  au  Irace 
graphique  que  nous  avons  indi- 
que  au  paragraphe  38. 

Si  la  charge  P  se  deplace  de 
A  en  B,  le  point  D  qui  corres- 
pond  au  moment  de  fiezion 
masimum  decril  une  parabole 
ADB;  on  a  en  efFet 


KD  = 


aia  +  b-a) 


ou,  en  posant  a-{-b=h 


quand  la  charge  est  appliquee  au  milieu  de  la  piece.  Si,  dans  ce 
particulier,  on  suppose  en  outre  que  la  poulre  a  une  seclion  constt 
la  fleche  /  est  donn6e  par  la  relation  suivanle  {$  72) 


?i6ce  reposant  sur  deux  appois  de  nlveau  et 
imlformdment  cbargde. 


leur  de  la  charge  par  millimetre  courant,  de  sorte  que  le 
Ip.h.  Chaque  appui  donne  alors  lieu  a  une  reaclion^p.L, 


ng.  181 


irend  une  fonne  qui  est  symetrique  par  rapport  a  la  verti- 
en  son  milieu. 

.  flechissant  dans  une  section  tranversale  quelconque  situee 
e  iT  du  point  A  esl  egal  a 


mesupe  par  les  ordonnees  de  la  parabole  ADB  qui  a  son 
etI'onaKD=  — ^p.L". 
ichant  dana  la  merae  section  transveraale  a  pour  valeur 

~  gP.  L  +  p.  a:  =>  —  p.  (2"  —  0 

1  est  represente  par  la  droite  UV ;  il  s'annule  au  milieu  K 


—  17S  —  §  76 

jmites  A  et  B,  il  ii'y  a  pas  de  moment  flechissant,  mais 
un  effort  tranchant ;  Tinverse  a  lieu  en  K. 
nir  la  valeurde  la  fleclie,  iious  n'avons  evidemmen',  en  verlu 
de  la  superposition  des  petites  deformations,  qu'a  retranelier 
des  fleches  qui  seralent  produites  isolement  par  la  force 
le  poids  uniformement  repartipappliques  a  la  pieee  KB  de  lon- 

ms  avons  donc,  en  supposant  que  la  poutre  a  une  section 

i  72  et  73) 

i..Lx(|y  ..(ir 

^"       8E.  I  8E.  I 

■^  ~     384E.I 

^uera  que,  si  la  charge  totalep.L,  au  lieu  d'etre  uniforme- 

ie,  etait  concentree  au  milieu  de  la  poutre,  la  fleche  serait 

1         " 
s  qu'actuellement  dans  Ir '  ■'" 


-  Pidoe  reposant  sur  denx  appals  de  nivean 
et  ohargde  en  dehors  des  polnts  d'appiii. 


I  est  represente  par  ta  figure  122  se  traitera  comme  les 
il  ne  peut  y  avoir  aucune  difficutle  a  cet  egard. 


P-(|,*«-E. 

A 

L 

z 

(L.al-P-* 
L 

-! 

i                      i 

3,  comme  cas  particulier,  a  =  6  et  P  — P';  les  moments  fle- 
nt  representes  par  la  iigne  brisee  DFHC  telle  que  BF=AH 
sfforts  tranchants  sont  donnes  par  ies  horizontales  UV,  BA 


-^ 


§77 
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et  V*U\  De  A  en  B  il  y  a  un  moment  flechissant  du  au  couple  P.a  et  pas 
d'eflfort  tranchant.  Cest,  pour  cette  portion  de  la  piece,  la  realisation 
pratique  du  cas  etudie  au  paragraphe  43. 


irig.  1S3 


La  fleche  peut  se  calculer  facilement  d'abord  pour  les  parties  BD  et 
AG  et  ensuite  pour  le  troncon  milieu  AB. 


§  77.  —  Disposition  la  plus  avantagense  &  donner  &  deux 
appuis  de  niveau  supportant  une  pi6ee  uniformdment 

eharg^e. 


La  charge  par  miUimetre  courant  etant  egale  a  p,  on  voit  que  chacun 
des  appuis  donne  une  reaction  x  p.L.  De  G  en  A  le  moment  flechissant 
est  egal  a 


ce  qui  donne  la  parabole  GH.  De  D  en  B  on  a  la  meme  courbe  DF;  enfin 
de  A  en  B  le  moment  de  flexion  est 

d'ou  pour  courbe  figurative  la  parabole  HVF. 

Proposons-nous  de  voir  quelle  est  la  position  des  points  d'appui  qui 
reduit  le  plus  possible  la  valeur  maximum  du  moment  de  flexion,  ce  sera 
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lent  le  disposilif  le  plus  avantageus  dans  le  cas  ofi  1 


Fig.m 

ion  constante  ('}.  II  est  facile  de  voir  que  cette  condili 
quand  on  a 

AH KV 


a=  I  (v^— l)  -  0,207 L 

ment  maximum  de  fiexion  est  alors  6gal  a 

^  p.  ^  (4/2-1)'  =  0,0814  p.L' 

contraire,  les  points  d'appui  se  trouvaient  auz  extrdmite 

1 
moment  maximumserait  6gal  a-s  p-V  (§  78),  c'est-a-dip 

fois  plus  gratid  que  dans  le  cas  actuel;  on  voit  donc 
ice  considerable  peut  avoir,  dans  certaines  circonstan 
assign^e  aux  supports  d'une  piece. 

IgisMitaa  cODtnira  d'QiiB  paoln  uialogne  ■ai  iruidM  poatm  d'iMsmbl*( 
it  (lira  Taiiar  k  Tolontd  1&  lection  pw  nit«  mlBM  da  mwlfl  da  eonstnicL 
i  Taleor  ■nuimam  du  momoDt  do  Seiion  maft  piatAt  la  mojMUW  det  Talei 
moment»  qa'il  coaTiendmt  de  rUnire  le  plna  poeiible. 


}e  enoastr^e  &  ses  denx  extr^mitds  et  cbargde 
en  son  mlllea  d*un  poids  F. 

sons  que  la  piece  est  encastree  a  ses  deux  extremites,  c'est- 
18  dernieres  sont  engagees  d'une  maniere  invariable  dans 
:ees  a  un  support  de  telle  facon  que  lea  tangentes  en  A  etB 
irs  horizontales  (');  d'autre  part  il  y  a  symetrie  complete 
i  la  verticale  KC  qui  passe  par  le  milieu  K  de  lapoutre; 
ic  prendre  une  forme  lelle  que  ACB. 


/ 

/ 

k" 

/ 

M/ 

\ 

•      ■'      Q 

/ 

K 

\; 

m 

■'       / 

/ 

\ 

B 

Pl 

" 

/ 

fl 

\     ^ 

//-. 

r  les  efforts  qui  sollicitent  une  section  quelconque,  remar- 
encastremenl  donne  lieu  d'abord  a  une  reaclion  verticale 
it  d'appui  ordinaire,  puis  a  un  couple  qui  force  la  tangente 

M  eepanatnlque  Im  chows  »ont  dispMJw  de  telle  sorte  qua  li  pontm  pent  m 
■ieinent  ding  I'ul  de  sm  encaitTemenU  oa  que  l-nn  de  teni-ci  peal  se  «ppro- 
l'«i[re,  de  telle  Mrte  qn'»oniii  d'flai  n'eierce  d'MUoa  Iwrixantait  lu/  U 
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T  horizontale,  Dans  le  cas  acluel,  a  cause  de  la  symelrie,  les  reac- 

p 
sn  question  appliquees  en  A  et  B  sont  egates  a-s-  et  les  couples 

strement]ji.  sont  aussi  egauxentreeux.  Proposons-nousdecalculer 

Lleur. 

Qomenl  flechissant  auquel  est  souraise  une  section  transversale 

nque  mn  comprise  de  A  en  K  est  egale  a 

I  donc  entre  ces  deux  points 


,  en  integrant  et  en  supposant  quela  section  de  !a  piece  ct  par 
i  moment  d'inertie  I  sontconslants. 


le,  pour  x=o,-^  —  o. 

L  dy 

larquons  que,  pour  "^  =  0"^  ^^*-  egalementnul;  par  consequent 


is  sommes  maintenant  en  mesure  de  tracer  la  courbe  des  moments 
isants  puisque  ces  demiers  ont  pour  valeur  depuis  le  point  A 
'enK 


-ip..+.-ip(i-.) 


m  B  c'e8t  la  ligne  STmetrique  Dl. 

igne  figrirative  des  efforts  tranchants  se  compose  desdeux  horizon- 

UV,  U'V'  teUe  que  BU  =  AU'  -  ^  P. 


§  79  —  178  - 

Aux  points  S  et  T  situes  au  quart  de  la  longueur  de  la  piece,  le  moment 
flechissant  est  nul  et  les  seclions  correspondantes  sont  soumises  a  un^ 
simple  effort  de  cisaillement ;  c'est  la  que  se  produisent  les  inflexions  de 
la  fibre  moyenne. 

Si  la  piece,  au  lieu  d'etre  encastree  en  A  et  B,  reposait  simplemenl 

sur  deux  appuis,  la  ligne  figurative  des  moments  flechissants  remon- 

1 
terait  parallelement  a  elle-meme  de  la  quantite  AH  =  ^  P.  L,  comme 

rindique  le  trace  en  pointille ;  on  voit  donc  que  Tencastrement  diminue 
de  moitie  la  valeur  du  moment  flechissant  maximum. 

Proposons-nous  de  trouver  Tequation  de  la  fibre  moyenne  deformee 
dansle  cas  oiila  section  de  lapiece  est  constante;  nous  venons  de  voir 
qu'on  a  alors 

E.  L^  ==  ~  T  P-  «•  +  f^-  a^  =  -  T  JP-  «•  +  4  P-  L-  a? 

dx  4  4  '8 


En  integrant  on  a 


E.I.  y  =  -ip.a:3  +  ip.L.x' 


equation  applicable  de  A  en  K;  Tautre  moitie  est  symetrique  de  la 
premiere  par  rapport  a  la  verticale  KD. 

La  fleche  s'obtiendra  immediatement  en  faisant  x=-^9  ce  qui  donne 

E.  L/  -  j^  P.  L« 
/=    P-  ^* 


192  E.I 
EUe  esl  donc  4  fois  moins  grande  que  s'il  n'y  avait  pas  d'encastrement. 


§  79.  — -  Remarqne  relatlve  auz  enoastrements< 


Nous  venons  de  voir  que  Texistence  d'un  double  encastrement  diminue 
considerablement  le  moment  maximum  de  flexion ;  pour  qu'il  en  soit 
reellement  ainsi,  ii  faut  evidemment  que  ces  encastrements  produisent 
bien  Teffet  que  nous  avons  suppose,  c'est-a-dire  qu'ils  forcent  les  deux 
extremites  de  la  piece  a  conserver  parfaitement  leur  direction  primitive. 
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§80 


11  est  facile  de  voir  que  celte  condition  ne  peut  otre  remplie  que  si  Ton 
prend  cerlaines  dispositions  particulieres :  s'il  s*agit  par  exemple  d'une 
piece  engagee  dans  un  mur  ou  dans  un  aulre  support  quelconque,  ilfaut 
que  la  portion  encastree  AA*  ne  soit  pas  trop  courte,  sans  quoi  la  ma- 
tiere  qui  forme  le  support  cedera  d'une  maniere  appreciable  sous  Tin- 


C*P 


f^    ■'  '    '     '  //  . 


Q.  a  ^  PL 


Fig,  126 


fluence  des  forces  considerables  qui  devront  alors  se  developper  sur  la 
faible  longueur  des  parties  en  contact  en  donnant  naissance  au  couple  [x. 
Une  remarque  analogue  est  applicable  aux  cas  ou  Fencastrement  est 
obtenu  de  nMmporte  quelle  autre  maniere,  par  exemple  par  la  jonction 
de  deux  poutres  en  t61e  Tune  contre  Tautre  au  moyen  de  cornieres.  U 
faut  donc,  quel  que  soit  le  dispositif  adopte,  ne  compter  sur  tous  les 
benefices  de  Tencastrement  que  si  celui-ci  est  realise  d'une  maniere 
eflfective  et  complete,  et  il  impoVte  essentiellement  de  remarqiier  que  ce 
resultat  ne  peut  etre  obtenu  que  moyennant  une  depense  plus  ou  moins 
forte  resultant  de  la  constitution  meme  de  Tencastrement  et  des  conso- 
lidations  accessoires  (courbes,  equerres,  goussets,  etc),  destines  a  le 
rendre  bien  complet. 


§  80.  —  Pi^ce  encastrde  &  ses  deuz  eztrdmlt^s 

et  uniformdment  chargde. 


Soitp  la  charge  par  millimetre  courant;  nous  traiterons  ce  cas  exacte* 
ment  comme  le  precedent:  les  encastrementsdonnent  lieu  chacun  a  une 


e-s  p-L  el  a  un  couple  (i.  Pour  une  seclion  transvepsale 
in,  on  a 

pose  la  secUon  de  la  piece  et  par  suite  I  constants,  on  a  en 


f»  nous  devons  egalement  avoir  "^—ok  cause  de  la  syme- 
'e  raoyenne  defonnee  par  rapport  a  la  verticale  milieu  KG; 


t^^joPL* 
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Nous  sommes  donc  maintenanl  en  mesure  de  tracer  la  courbe  des  mo- 
ments  flechissants  puisque,  pour  une  section  transversale  quelconque,  ce 
moment  a  pour  valeur 

1 

La  courbe  en  question  est  uneparabole  HDI  dans  laquelleAH  =  73  p.L* 

i 

et  KD  =  57  p.  L*.  Quant  aux  efforls  tranchants,  ils  sont  donnes  par  la 

droite  UV  telle  que  BU  =  AV  =  •!•  p.  L, 

Aux  points  S  et  T  il  n'y  a  pas  de  moment  de  flexion,  mais  simplement 
un  effort  tranchant;  les  valeurs  des  abscisses  correspondantes  AS,  AT 
sont  evidemment  donnees  par  Tequation 


d'oii 


ar*  —  L.  ar-fte  L*  =  o 
AS=iL.(l-^=0.211L 
AT=|l.(i  +  -1)=0,789L 

Cest  en  ces  points  que  se  produisent  les  inflexions  de  la  fibre  moyenne 
deformee. 

Si  la  piece,  au  lieu  d'etre  encastree,  reposait  simplement  sur  deux 
appuis,  les  moments  flechissants  seraient  donnes  par  la  courbe  HDI 

remontee  parallelement  a  elle-meme  comme  Tindique  le  trace  en  pointille 

1 

dans  lequel  KD'  =  "g  P-  L*;  le  double  encastrement  reduit  la  fatigue  dans 

1       1 
le  rapport  de  75  a  •s»  c'est-a-dire  de  2  a  3. 

L'equalion  de  la  fibre  moyenne  deformee  (en  supposant  toujours  la 
section  constante)  se  deduit  immediatement  de  ce  qui  precede:  nous 
avons  trouve  en  effet 

D'ou,  en  integrant, 

E.  L  y  =  gjp.  X*  -  j|P.  L.  a;»  -I-  ^p.  U.ai' 


la  fleclie,  on  n'a  qu'a  faire  a  =  -5  dans  cetle  relalion,  ce 


ionc  5  fois  nioins  grande  que  s'il  n'y  avait  pas  d'enca3tre- 
nitesde  la  piece. 


encastr^e  &  une  extrdmlt^,  reposant  6.  rantre 
sur  un  appul  et  charg^e  d'un  polds  P. 


i  resoudre  consiste  a  determiner  le  inoinent  \i.  et  la  force 
l'encastremeiit,  ainsi  que  la  reaction  T  a  laquelle  donne 


ng.  128 
de  la  statique  donnent 

F+T  =  P 

T.  L— P.a+(i  =  o 


•■  Pour  une  section  quelconque  mn  comprise  entre  rencastren 

charge  P,  on  a 

E.I.g=-T.a-»)  +  P(«-<r) 

Pour  une  section  m'n'  situee  au-dela  de  P,  on  a 

•       E.I.g'  =  -T(L-.) 

Si  nous  supposons  la  section  de  la  piece  et  par  suite  I  consta 
avons  en  integrant 

(E...*=-T.(L..-n  +  P.  (..---) 
r  JE.Lf=-T.(L..-f)  +  C 

Je.l^=-t.(l.|-|)  +  c..+o' 

Pour  x  =  L,y'  =  o;  par  consequenl 

-''•(^•t-t) +'=•''+'''=• 

d'oii 

C'  =  |t.L'  — C.L 

La  demiere  des  equations  ci-dessus  peut  donc  s'ecrire 

E.I.y-^-T.  (L.f-|j  +  C.-'+-|T.L'-C.L 

EcrivoDS  mainteDant  que,  poura:=o,  ^=^  ;  nousavons  i 


et  par  suile  requalion  pr6cedente  devient 

E.I.y^^-T.^L.f-^^-lp.a-CL-.J+ll.L' 


a  que,  pour  x  =  a,  y  =  y',  ce  qui  nous  donne 
^_P.<.V(3L-a) 


F=P-T=P- 


-T.L  =  P.a- 


'■(SL.g) 


2L' 
P.a'.(.SL-a) 


2L' 


!  donc  maintenant  la  valeur  de  toutes  les  forces  appli- 
;  le  probleme  propose  se  trouve  resolu.  Tracons  la 
its  flecMssants  (fig.  128):  elle  se  compose  de  deux 
esque 

■■<8L-^a) 


=  T.(L-a)= 


I  tranchants,  ils  sont  donnes  par  les  dcux  borizontales 

BU  =  T  et  AU'  =  F. 

i  la  fibre  moyenne  au  point  S  pour  lequel  le  momenl 

nir  algebriquement  la  Seche,  on  calculera  la  valeur 
^  =  o  et,  en  reportant  celle-ci  dans  l'equation  qui 
luit  immediatement  la  flecbe  cherchee.  Comme  nous 
n  des  fois,  il  sera  en  general  pr^ferable  d'avoir  recours 
[ue  indiqud  au  paragrapbe  58. 


o&Mtrie  A  nne  extrAmltd,  reposant  &  Tantre 
ir  un  appnl  et  nnlformdment  chargde. 

■^soudra  comme  le  precedent.  Soient  |ji  et  F  le  couple 
I  par  rencastrement,  et  T  la  reaction  a  laquelle  donne 
atique  donne 

F  +  T=p.  L  « 

T.L.-Jp.L'-t-pL=9 


.:^ 


(3L-»).(L-»)  ijri 

817 


Pour  une  section  transversale  quekonque  mn,  on  a 


E.I.-J  =  -F..  +  i,.,-  +  r 


La  section  de  la  piece  etant  supposee  constante,  on  a  en  intej 


dg_ 


iF.C  +  iy.^+l..:» 


E.I.f=-iF.«'  +  ip..'  +  |f.^ 
Remarquons  maintenant  quc,  pour  fr  =  L,  le  moment  Qeclii 


rig.  i&g 
nul  el  que,  pour  x  —  L,y  =  o;  nous  avons  donc 
-F.L  +  |p.L'+(.  =  o 
-iF.L-+^P.L'  +  i,.L'  = 


On  deduit  dc  la 


F=J,.L 


T=jj.L-F  =  |p.L. 

jonnaissons  donc  loules  les  forces  appliquees  a  la  piece  et  le 
jest  resolu.  Le  moment  flechissant  dans  une  seclion  transver- 

2St 

—  F.x+|j).a;'+ii  =  |p.a;'— gp.L.a;+gp.L' 

rbe  des  moments  flechissants  est  une  parabole  HDB  dans  la- 
H  =  (*  =  5  p.  L*;  le  sommeL  D  a  pour  abscisse  la  valeur  de  x 
ie  Vequation 


~F+px  =  o 

j>      8 
a  la  valeur  correspondante  du  moment  flechissant,  elle  est 

t  tranchant  dans  la  section  mn  est  egal  a 

p.x-F=p.x-^p.h 

represente  par  la  droite  OV  qui  passe  par  le  point  K  et  on  a 

BU=|p.L  AV=|p.L 

infleilon  de  la  fibre  moyenne  defonuee  au  point  S  oii  le  mo- 
cbissant  est  nul,  c'est-a-dire  oii  on  a 

-F.x+lp.x'  +  i.  =  o 

5  T  I     1  .     ,     1  T. 

-•Sp.L.x  +  ^p.x'+sP.h*  =  0 


^:^^^!^':  * '  ■• 


^■c^S- 
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§84 


Pour  avoir  la  fleche,  calculons  Tabscisse  du poiiit  pour lequel  ^=  o 


—  s  F  .  o:*  +  gi? .  a;'  4-  [1 .  a;  =  o 


On  en  deduit 


X  =  0,578  L 


quantite  inferieure  a  AK  et  correspondant  par  consequent  a  un  point 
situe  a  gauche  de  K. 

En  portant  cette  valeur  de  x  dans  Tequation  oii  figure  y,  on  obtient 
immediatement  la  valeur  de  la  fleche ;  on  trouve  ainsi 

y=:  0,00542^* 


g  83.  —  Pi6ce  uniformdment  chargde  et  supportant 

plusieurs  charges  isol^es. 


Pour  resoudre  ce  probleme,  nous  etudierons  a  part  Teffet  produit  par 
la  charge  uniformement  repartie  et  par  chacun  des  poids  isoles,  ce  qui 
rentre  dans  les  divers  cas  qui  viennent  d'etre  traites.  En  vertu  du  prin- 
cipe  bien  des  fois  mentionne  de  lasuperposition  des  petites  deformations, 
il  ne  nous  restera  plus  alors  qu*a  ajouter  entre  elles  les  valeurs  respec- 
tivement  obtenues  par  les  moments  flechissants,  les  efforts  tranchants 
et  les  fleches  correspondant  a  chacune  des  sections  transversales  de  la 
piece  consideree ;  nous  n*avons  ainsi  a  faire  qu'une  simple  addition  al- 
gebrique  ne  presentant  aucune  difficulte  et  il  est  parconsequent  inutile 
d'insister  davantage  sur  ce  sujet.  Dans  le  cas  particulier  oii  on  veut 
tenir  compte  du  poids  d*une  piece  a  section  constante,  celui-ci  doitetre 
simplement  assimile  k  une  charge  uniformement  repartie  sur  toute  la 
longueur. 


§  84.  —  Alguiile  de  barrage  soutenant  une  charge  d'eau. 


Soit  AB  TaiguiUe  rectangulaire  d*un  barrage  d'eau ;  nouslasupposons 
verticale  et  soutenue  seulement  le  long  des  ar6tes  A  et  B,  c'e&l-a-dire 


'■■i^>^ 


^vi  .  ■ 


■^t 


.■is^J 


'jrA 
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non  appuyee  sur  les  c6tes.  Le  niveau  de  Teau  est  au  point  C  en  araont 
et  au  point  D  en  aval. 

Appelons  p  le  poids,  en  kilogrammes,  de  1  millimetre  cube  deliquide  ; 
on  sait  que  la  resultante  de  toutes  les  pressions  elementaires  exercees 
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Fig.  130 


I 

par  le  liquide  de  G  en  B  sur  la  face  d*amont  est  egale  k  -p.  a.  H*  et  que 

son  point  d'application  est  situe  a  une  distance  du  point  B  egale  a  -n-  II. 
De  meme  la  resultante  de  toutes  les  pressions  hydrostatiques  qui  se 

produisent  sur  la  face  d*aval  DB  a  pour  valeur  ^  p.  a.  h*  et  est  appliquee 

au  tiers  de  B  D  a  partir  du  point  B. 

Pour  resoudre  le  probleme,  calculons  les  reactions  horizontales  S  et  T 
exercees  par  les  points  d*appui  de  Taiguille  de  barrage;  la  statique 
donne 


S.ft=  rp.a.H'—  rp.a.  A* 

0  0 


Ces  equations  determlnent  S  et  T ;  loutes  les  forces  appliquees  a  Tai- 
guille  sont  donc  connues  et  nous  pouvons  tracer  la  courbe  des  moments 
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fiechissants  et  des  efTorts  trancbanls  :  la  premiere  M  est 
continue  dont  les  ordonnees  M  onl  les  valeurs  suivantes  : 

de  A  en  C,  M  —  —  8  .a: 1 

deCenD,  M  =  -S.it+gp.».(ar  — 4  +  H)' 

de  D  en  B.  M  =  —  S  .  a;  +  ip . a  (a  —  J +H)'  —  ip.  a.  (a;  —  5  - 


Quant  aux  efforts  tranchants  Q,  ils  ont  ies  valeurs  ci-de 

deAenC,  Q  — -S 

deCenD,  Q  =  -S+gp.a.(i-6+H)',» 

deDenB.  Q  =  -S  +  |p.a{x-t  +  H)«-ip.  a.(^-H 

Le  probieme  que  nous  nous  etions  propose  est  donc  re: 
L.e  maximum  du  moment  de  flexion  est  faciie  it  trouver, 
respond  au  point  J  ou  l'on  a  Q  =  o  et  qui  est  obtenu  de  s 
des  expressions  qui  viennent  d'etre  calculees  pour  Q  ;  iJ 
alors  qu'a  porter  Tabscisse  j;«  AJ  dans  Tequation  corn 
moment  flechissant. 


[*-•,-,        s  T' -■«■•,•- -.     V,,-j 


t.-^: 


DETERMmiTION  PRATIQUE  DES  GOEFFIGIENTS  E  ET  R 

RELATIFS  A  LA  FLEXION. 


P.r. 
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^ 


m 


■■^^- 


%  85.  —  D^termination  du  coefflcient  d'61asticitd  E 

relatif  &  la  flexion. 

Dans  Teiude  theorique  qui  nous  a  permis  d'etablir  les  equations  rela- 
tives  a  la  flexion  (§  43),  nous  avons  admis  que,  sous  Faction  des  forces 
longitudinales  de  traction  ou  de  compression  qui  les  sollicitent,  les  fibres 
obeissent  aux  memes  lois  de  deformation  que  si  elles  etaient  isolees  les 
unes  des  autres,  et  par  suite  nous  avons  prispour  coefficient  d*elasticite 
E  precisement  celui  qui  resulte  d'experiences  directes  de  traction  ou  de 
compression.  U  y  a  evidemment  lieu  de  verifier  que  cette  maniere  de 
considerer  les  phenomenes  donne  des  resultats  suffisamment  confomies 
a  la  realite  et,  comme  le  coefficient  E  entre  dans  les  formules  qui  expri- 
ment  la  valeur  des  fleches,  il  convient,  parune  mesurede  ces  dernieres, 
de  proceder  a  la  determination  directe  du  coefficient  E  relalif  a  la  flexion ; 

on  aura  ainsi  d'ailleurs  Toccasion 
de  voir  si  les  lois  exprimees  par 
ces  formules  representent  bien  les 
faits  observes,  et  par  suite  de 
s'assurer  de  rexaclitude  pratique 
des  resultats  fournis  parlesetudes 
qui  pr^cedent. 

En  principe,  les  experiences  en 
question  peuvent  se  faire  sur  une 
poutre  droite  placee  dans  Tune 
quelconque  des  circonstances  que 
nous  avons  etudiees  precedemment 
(§  71  et  suivanls) ;  mais,  dans  la  pra- 
lique,  il  est  preferable  de  choisir  le 
cas  oiiily  a  flexion  simplesans  cir- 
constances  accessoiresdeglissementlongitudinal  et  transversal,  c'est-a- 
dire  de  prendre  une  piece  flechie  par  un  couple  suivant  le  dispositif 


15^^ 
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indique  au  paragraphe  76;  le  troncon  qui  est  compris  entre 
et  B  et  dont  nous  supposons  la  section  constanle  se  courbe 
tement  en  arc  de  cercle  {§  43)  de  sorle  qu'on  a 

i.'=/.(2p_„ 


il  8'ensuit  que 


ou  tres  sensiblement 


=  M*  fl^hisB&nt  =  P.a 


.jji§in 


Pour  avoir  des  resultats  bien  nets,  on  observe  les  fleche 
par  une  s^rie  de  poids  allant  en  croissanl  et  on  Irace  une  co 
par  ezemple,  pour  abscisses  f  et  pour  ordonnees  P ;  1'experi' 
qu'on  obtient  ainsi  une  ligne  d'abord  tres  sensiblemenl  d 
partird'un  cerlain  point  K,  s'inflechit  vers  i'axe  des  x;  on 

.g.L' 
81./- 

ne  diftere  que  peu  ou  point  de  celle  du  coefflcienl  d'elastic 
tion  et  de  compression. 

Des  experiences  anatogues  ont 
ele  faites  par  de  nombreux  exp6ri- 
mentateurs  sur  des  poutres  flechies 
de  diverses  manieres  et  ont  donne 
les  memes  resultals ;  parfois  cepen- 
dant  il  a  ele  admis  qu'il  conve- 
nait  de  prendre  pour  le  coefficient 
d'elasticite  de  flexion  un  chiffre 
un  peu  moindre  que  celui  que 
nous  indiquons  et  cela  pour  lenir  comptc  des  phenomenes 
ment  longitudinal  et  Iransversal  qui  ont  pour  resultat  c 
tres  legerement  les  fleches ;  mais,  dans  la  pratique,  on  pei 
a  adopler  une  valeur  unique  pour  E.  Ce  qu'il  ne  faut 
de  vue,  c'esl  que,  dans  les  pieces  d'assemblage,  les  jc 
loujours  un  peu  et  leur  existence  donne  lieu  a  une  defon 


Fig.m 
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grande  que  celle  qu*on  constaterait  sur  une  piece  d'un  seul  morceau ; 
pour  des  poutres  en  t61e  par  exemple,  on  a  souvent  trouv^,  lorsdeTap- 
plication  de  la  premiere  charge,  une  fleche  une  fois  et  demie  plusgrande 
que  celle  qui  resulte  des  formules  theoriques ;  mais,  une  fois  le  premier 
eflfet  produit,  ces  dernieres  se  sont  trouvees  d'accord  avec  les  resultats 
de  Tobservation ;  il  n'en  est  cependant  pas  toujours  ainsi  et,  avec  des 
assemblages  qui  ne  presentent  pas  la  rigidite  des  rivures  des  poutres 
en  t61e,  il  se  produit  entre  les  pieces  en  contact  un  jeu  parfois  conside- 
rable  qui  disparait  en  partie  avec  Tenlevement  de  la  charge  el  augmente 
notablement  les  deformations,  sans  qu'il  soit  evidemment  possible  d'in- 
diquer  aucune  regle  precise  a  ce  sujet. 

Les  mesures  de  fleches,  efifectuees  pour  determiner  le  coefficient  d*e- 
lasticite,  doivent  se  faire  avec  une  tres  grande  precision ;  on  peut  em- 
ployer  pour  cela  un  cathetomelre  avec  lequel  on  ne  doit  pas  oublier  de 
relever,  a  chaque  experience,  la  hauteur  des  points  d'appui  afin  de  se 
premunir  contre  le  tassement  que  peuvent  eprouver  ces  derniers.  Pour 
que  leur  distance  reste  bien  constante  et  soit  facilement  mesurable,  on 
leur  donne  la  forme  de  couteaux  durs  et  emousses,  et  on  interpose 
avantageusement  une  petite  plaque  d'acier  trempe  entre  eux  et  la  piece 
experimentee ;  enfin,  quand  les  poids  dont  il  serait  necessaire  de  faire 
usage  sont  trop  considerables,  on  leur  substitue  souvent  des  verins  hy- 
drauliques  munis  de  manometres  permettant  de  mesurer  le  plus  exac* 
tement  possible  la  pression  exercee.  On  concoit  d'ailleurs  que  le  mode 
d'experimentation  que  nous  venons  d'indiquer  puisse  etre  varie  d'une 
infinite  de  manieres  destinees  a  rendre  les  observations  soit  plus  com- 
modes,  soit  plus  rapides ;  nous  nous  bornerons  seulement  a  mentionner 
Tappareil  optique  de  MM.  LceVy  et  Tresca  au  moyen  duquel  on  peut  ob- 
tenir  des  resultats  d'une  haute  precision  dans  la  mesure  des  fleches  et 
par  suite  dans  la  determination  du  coefficient  d'elasticite  {*). 

En  terminant  ce  qui  concerne  ce  sujet,  nous  ferons  remarquer  que  la 
piece  sur  laquelle  on  opere  peut  n'6tre  pas  parfaitement  droite  el 
qu'en  tout  cas  elle  s'inflechit  d'une  facon  plus  ou  moins  appreciable 
sous  Taction  de  son  poids;  ce  qu'il  faut  mesurer,  ce  n'est  donc  pas  la 
deforms^tion  totale  existant  a  un  moment  donne,  mais  bien  Taugmenta- 
tion  de  courbure  et  par  suite  la  fleche  reellement  due  a  Taction  du 
poids  P ;  c'est  la  une  remarque  generale  applicable  a  tous  les  modes 
possibles  d*experimentation. 


(l)  Voir  \w  Comptet  Rendus  de  VAcadSmie  des  Sciences,  2P  semestro  18d2,  p.  lili. 


-  Umlte  d*41astioitd  relatlve  A  la  flexion.  Fixa 
de  la  oharge  de  sdcurlt^  R. 


Un  barreau  etant  soumis  a  un  effort  de  flexioii,  ima^nons  q 
charge  jusqu'a  ce  qu'il  commence  a  se  produire  des  deformatio 
manentes.  Si,  a  ce  moment,  au  moyen  de  la  formule  bien  connu 


on  calcule  la  charge  par  millimelre  carre  R  de  la  fibre  la  plus  e 
de  la  ligne  neutre  et  par  consequent  la  plus  fatiguee,  on  trouve  i 
bre  qui  est  nolablement  superieur  a  celui  qui  correspond  a  la 
d'elasticile  soil  de  traclion  soiL  de  compression;  end'autres  terc 
deformations  permanentes  ne  commencent  a  apparailre  que  bien 
de  la  charge  qui  a  commence  a  alterer  l'elasticite  d'une  parti 
piece.  Ce  resultal,  en  apparence  paradoxal,  s'explique  facilemen 
songe  que,  dans  une  piece  flechie,  les  fibres  travaillent  de  mi 
moins  a  mesure  qu'on  s'eloigne  de  la  surface;  aussi,  lors  m^me 
partie  d'entre  elles  a  deja  depasse  la  limite  elastique,  les  auli 
9ont  moins  chargees  n'ont  pas  encore  atteint  ce  point  et  elles 
les  premieres  a  reprendre,  au  moins  tres  sensiblement,  leur  lc 
primitive  lorsqu'on  enleve  les  poids.  Cest  la  un  poinL  dont  nou 
deja  dit  quelques  mols  (§  17)  et  sur  lequel  nous  reviendrons  i 
occupant  des  phenomenes  de  rupture  (§  133  et  suivants). 

Si  Ton  calcule,  comme  nous  venons  de  Tindiquer,  pour  difl 
pieces  et  pour  diverses  substances  la  valeur  de  R  relative  a  I 
d'ela8ticite  de  flexion,  on  trouve  un  nombre  qui,  toujours  supi 
ceux  que  nous  avons  obtenus  pour  la  traction  et  la  compression 
sente  avec  eux  aucun  rapporl  constant :  ee  dernier  depend  nor 
ment  de  la  nature  de  la  matiere,  mais  encore,  comme  on  dev£ 
rellement  s'y  atlendre,  de  la  forme  de  la  section  transversale :  d 
experiences  faites  sur  divers  echanlillons  d'acier  (') ;  il  a  varie  c 
1,59  et  rien  ne  prouve  qu'il  ne  puisse  depasser  ces  limiLes.  II 
donc  que,  dans  la  pratique,  on  pourrait  faire  supporter  aus  pi 
chies  une  charge  plus  forte  que  celle  sur  laquelle  on  pouvait 


—  m  — 

'  abord ;  mais  si  l'on  considere  d'une  parl  que  le  rapporl  ci- 
ne  valeur  bien  difScile  a  apprecier  dans  chaque  circoustance 
de  Tautre  que,  pour  des  pieces  destinees  a  des  constructions 
ss,  il  y  a  interet  a  ne  depasser  en  aucun  point  la  limite  d'ela- 
arrive  a  celle  conclusion  que  la  charge  par  millinietre  carre 
n  d'adopter  pour  les  pieces  flechies  doit  etre  la  meme  que 
ous  avonsdonnee  soit  pourla  Iraction,  soit  pour  la  compres- 
jt  33}.  Dans  le  cas  oti  les  nombres  correspondant  a  ces  deus 
fforts  ne  sont  pas  les  memes,  c'est  evidemment  !e  plus  petit 
rendre  comme  charge  a  ne  pas  depasser. 


?;3»^T 


FLEXION  OBLIQnB  OU  BEVl^E. 


g  87.  —  Pidoe  fl^chle  parune  oa  plusleurs  foroes  m 
non  sltudes  dans  un  mfime  plan  contenant  I 
axesprinolpaux  des  dlverses  sections  transvc 

1°  Caa  fTune  piice  i  section  constante.  —  Nous  avons  loujourg 
ju3qu'ici  que  les  pieces  soumises  a  un  effort  deflexion  sonlsyn 


i. 


"^ 


rig.138 


par  rapporl  a  un  plan  qui  contient  les  forces  flechjssantes;  nc 
examiner  maintenant  le  cas  oii  il  n'on  esl  plus  ainsi  et  oii  ron 
a  une  piece  lelle  que  ABCD  encastree  par  exemple  a  Tune  de  i 
mites  et  sollicilee  a  Tautre  par  une  force  normale  P.  Une  e: 
bien  simple  pennet  de  se  rendre  compte  des  phenomenes  qi 
duisent  dans  ces  circonstances :  que  Ton  prenne  en  effet  ] 
rectangulaire  de  Wle  Ires  mince  ou  de  carlon,  encastree  nori 
dans  un  mur  et  ayant  son  plan  oblique  a  rhorizon,  si  on  vienl 
mettre  a  Taction  d'un  poidsp,  on  voitraxeHKs'inflechirnon  p 
planvertical  HKP  mais  Ires  sensiblementdans  le  plan  KK'  pe 
laire  au  c6te  CD;  en  d'aulres  termes,  quandily  a  un  plan  de 
flexion  et  un  plan  de  plus  difficile  flexion  et  que  la  force  fle 
n'esl  situee  dans  aucun  d'cux,  la  flexion  s'opere  dans  un  plan 


■-^ 
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e  sollicitalion  et  eompris  entre  ce  demier  et  le  plan  de  plut  facile 
Les  lois  de  ces  phenomenes  ont  et^  etudiees  d'une  maniere 
par  de  Saint-Venant  (•)  el  peuvent,  au  point  de  vue  des  appli- 
ratiques,  se  resumer  en  quelques  considerations  bien  simples. 


e  cas  qui  dous  occupe,  la  deformation  ne  se  produisant  plus 
plan  conlenant  la  force  P,  les  trois  equations  d'equilibre  dont 
[uestion  aux  paragraphes  44  el  45  ne  sont  plus  sufflsantes ;  il 
equation 

£  IE .  dia.  -  X  ']  =  Moment  de  P  pAr  rapport  i  as' 
i  TaxQ  kk'  (§  44),  joindre  uneseconde  equation  de  momealspar 


i 

s 

-1 

H 1^^^ 

~^-        - 

— -J 

"1 

■  RitUlance  dtt  corpi  tolidet,  [wt  NiTJer  et  de  S&iat-VeDint,  p.  53  et  ISl,  liiui 
«on  dH  pritmei,  pir  ds  SaiDt-VflDtot,  p.  8i. 
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rapport  a  Taxe  W  perpendiculaire  au  premieret  situe,  comme  lui,  dans 
le  plan  de  la  section  transversale  consideree;  on  doit  donc  avoir 


ou  bien 


^  (e.  dta.  -  X  ^j=  Moment  de  P  par  rapport  k  SB' 


—  •  ^.e\  d(o=:  Momentde  P  par  rapport  k  §3  ' 

P 


Le  second  membre  de  cette  equation  est  nul  lorsque  la  flexion  se  pro- 
duit  dans  le  plan  de  la  force  P  (car  le  bras  de  levier  de  celle-ci  par 
rapport  a  Taxe  88'  est  lui-meme  nul) ;  on  a  donc  alors 

S^.  e\dta=  0 

relation  qui  caracterise  les  deux  axes  principaux  d'inertie  de  la  seclion 
transversale  consideree.  Nous  arrivons  donc  a  cette  conclusion  que  le 


ng.  ise 

plan  de  flexion  ne  se  confond  avec  celui  de  sollicitation  que  si  ce  demier 
contient  Tun  des  axes  principaux  dMnertie ;  lorsque  cette  conditionn'est 
pas  remplie,  il  se  produit  la  flexion  oblique  ou  deviie  dont  nous  venons 
de  parler  et  dont  nous  allons  etudier  les  lois. 


X'  et  YY'  les  axes  principaux  d'ineplie  de  la  seclion  transver- 
piece,  r  el  I"  les  moments  d'inertie  correspondants;  la  force 
e  P  peut,  a  son  point  d'application  K  (§  3),  etre  decomposee  en 
3  P.  sin  f  et  P.  cos  ip  qui,  agissant  auivant  tes  axes  principaux 
,  donnent  lieu  aux  phenomenes  ordinaires  et  bien  connus  de 
i) ;  en  vertu  du  principe  de  la  superposilion  des  petites  defor- 
1),  nous  n'avon8  simplemenl  qu'a  composer  enlre  eux  les  deux 
els  ainsi  produits ;  en  particulier  la  fleche  totale  KK'  est  la 
des  deux  flecbes  parlielles  KV  et  KV  de  sorle  qu'on  a,  en 
l'angle  YKK', 


tang^-^^ 


d'ailleurs  de  ce  qui  a  ete  vu  au  paragraphe  58,  on  a 


/'  = 


P.  ainy.  L' 
SE.I" 

P.  cosT.  L' 
8E.r 


tang^-^  p.  tang  9 

gle  connu  fait  par  la  force  P  avec  Taxe  KY. 
!  relalion  etantapplicable  a  toutes  les  sections  transversales 
irincipaux  de  ces  demieres  etant,^ar  hypothese,  situes  respec- 
ins  un  meme  plan,  il  8'ensuit  que  Tangle  ^  est  constant  et  qu'il 
•s  etre  porte  a  partir  de  la  m^me  direclion ;  la  piece  subit  donc, 
a  longueur,  une  ilexion  plane  dont  nous  savons  maintenant 
la  direction  KS  puisque  Tangle  -^  se  calcule  facilement  au 
1  relation 

le  flexion  etant  connu,  nous  en  deduirons  immediatement  la 
ares  invariablea  *,«,'  qui  esl  perpendiculaire  a  KS;  enfin  nous 
s  la  valeur  P.  cos  (^  —  <f)  de  la  force  flechissante  qui  produit 
n  KS  une  flexion  plane  absolument  semblable  a  celle  que  nous 
ee  precedemment  (§  44)  et  a  laquelle  s'appliquent  par  conse- 
lemes  formules.  Si,  en  particulier,  on  veut  calculer  la  cliarge 
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par  miUimetre  carre  R  de  la  fibre  la  plus  fatiguee  de  la  section  transver- 
sale  mn  qui  est  situee  a  une  distance  x  de  Tencastrement  (fig.  133),  on 
fera  usage  de  la  relation  habituelle  (§  44) 


R.  I 


V 


=  Moment  fldchissant  =  P.  (L  — x).  cos  (<]'  —  9) 


V,  qui  est  la  distance  a  Taxe  a|(i|*  des  fibres  qui  en  sont  le  plus  eloignees 
dans  la  section  transversale  consideree,  se  mesure  sur  la  figure  (fig.  136); 
quanta  I,  moment  d'inertie  par  rapport  a  ce  meme  axe,  il  sededuit  imme- 
diatement  des  valeurs  deja  calculees  de  I'  et  de  V  au  moyendela  formule 
connue 

I  =  r.  co8«  4»  +  1".  8in«  ^ 

L'equation  ecrite  plus  haut,  qui  donne  R,  peut  se  mettre  sous  une  autre 
forme :  si  Fon  remplace  en  efifet  1  par  Texpression  precedente,  on  trouve 
apres  quelques  transformations 


R 


.  /sin*  y  .   008'  ? 
•   y      j»>t   "1"     j»t 


=  P  (L  —  rc) 


'•  -r. 


H 


f^^ 


Le  rayon  de  courbure  p  en  un  point  quelconque  de  la  fifore  moyenne 
s'obtient  au  moyen  de  Tequation  (%  44) 


E.  I 


=  Moment  fldchissant  =  P.  (L  —  x).  cos  (<]♦  —  ?) 


i^: 


ce  qui  peut  s*ecrire 


E 


4  /8in*y  ,   co8*  ? 


=  P.(L  — a) 


Enfin  la  fleche  f  peut  soit  se  calculer  directement,  soit  se  deduire  de 
la  relation  


¥-:' 


Comme  on  le  voit,  ces  formules  sont  celles  de  la  flexion  ordinaire  dans 
lesquelles  I  est  remplace  par  Fexpression 


y/ 


8in*y  I   co8*y 
j»»t    1"    j»t 


i.'-' 
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2^  Cas  d'une  piece  A  secHon  variable.  —  Si  les  sections  transversales, 
au  lieu  d'etre  toutes  egales,  varient  d'un  point  a  Tautre  de  la  fibre 

r 

moyenne  mais  en  restant  telles  que  le  rapport  rn  soit  constant,  ilest  facile 

de  voir  que  Tangle  ^  Test  aussi  et  par  consequent  la  flexion  s'opere  tou- 
jours  dans  un  plan  defini  par  la  relation 

tang  4»  =p-  tang^ 


et  elle  est  due  a  la  force  P.  cos  (^  —  Ap)  agissant  dans  ce  plan.  Dans  le 

cas,  au  contraire,  oii  p-,  varie  d'une  section  a  Tautre,  il  est  bien  clair, 

d'apres  ce  qui  precede,  que  la  flexion  n*est  plus  plane  :  la  piece  est  tor- 
due  sur  elle-meme  en  meme  temps  que  flechie.  Cette  particularite  se 
presenterait  evidemment  encore  si,  contrairement  a  ce  que  nous  avons 
suppose  dans  toute  cette  etude,  les  sections  bien  qu'egales  ou  satisfai- 

sant  a  la  condition  p-,  =  constante,  n'etaient  pas  toutes  orientees  de  la 

meme  maniere,  c*est-a-dire  si  elles  n'avaient  pas  leurs  axes  principaux 
dlnertie  tous  compris  dans  deux  plans  rectangulaires. 

Avec  une  section  circulaire  ou  carree  toutes  les  droites  passant  par 
le  centre  sont  des  axes  principaux  et  par  consequent  la  flexion  n'est 
jamais  deviee. 

Pour  terminer  ce  qui  concerne  ce  sujet,  nous  ferons  remarquer  que 
nous  n'avons  parle  dans  Tetude  precedente  que  des  pieces  encastrees 
par  une  extremite,  mais  les  autres  cas  particuliers  qui  pourraient  se 
presenter  se  traiteraient  d'une  maniere  analogue. 


CHAPITRE   VI 


TORSION 


1 


r 


TORSION 


§  88. — Ph6nom6nes  qui  se  produisent  pendant  la  torslon  d'un 

eylindre  droit  &  base  ciroulaire. 


Soit  ABCD  un  cylindre  droit  a  base  circulaire  encastre  a  sa  base  AB  et 
soumis,  a  sa  partie  superieure,  a  Taction  d'un  couple  M'  agissant  dans 
un  plan  perpendiculaire  a  son  axe.  Sous  rinfluence  de  celui-ci,  les  diflfe- 
rentes  sections  droites  du  cylindre  se  deplacent  les  unes  par  rapport 


t-iHir 
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aux  autres  en  donnant  naissance  a  une  serie  de  veritables  glissements 
tout  a  fait  analogues  au  glissement  ou  cisaillement  etudie  dans  le  cha- 
pitre  IV  {%  34  et  suivants) ;  Tensemble  des  phenomenes  qui  se  produi- 
sent  alors  constitue  ce  qu*on  appelle  la  torsion. 
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cylindre  considere  est  droit  et  a  base  circulaire,  comme  nous 
posons,  il  n'y  a  evidemment  aucune  raison  pour  qu'une  section 
sc  deforme  inegalement  en  deuxpoints  equidislants  du  centre,  ou 
[u'elle  se  bombe  dans  un  sens  plutdt  que  dans  un  autre ;  on  voit 
[u'on  peut  admettre,  a  cause  de  la  symetrie: 
le  Taxe  du  cylindre  reste  droit, 

ue  toute  section  droite  reste  plane  et  n'eprouve  pas  de  deforma- 
ins  son  plan, 

ue  le  deplacement  longiludinal  d'une  seclion  droite  par  rapport 
ictions  infiniment  voisines  s'opere  par  une  rotation  autour  du 

du  cercle,  et  que  cette  rotation  a  la  meme  valeur  sur  toute  la 
ir  du  solide. 

sulte  evidemment  de  la  qu'une  generatrice  quelconque  du  cylin- 
.  en  general,  toutes  les  paralleles  a  l'axe  telles  que  HG  se  transfor- 
parle  fait  de  la  torsion,  en  helices;  celles-ci  ont  toutes  le  m^me 
ais  leur  inclinaison  sur  Taxe  est  variable :  nuUe  au  centre,  elle 
nte  a  meaure  qu'on  se  rapproche  de  la  surface. 
3us  considerons  un  point  quelconque  U  d'une  section  droite  et 
■ction  infiniment  voisine,  distante  de  la  premiere  d'une  quantite  A, 
roduit  entre  elles  un  glissement  intiniment  pelit  UU'  perpendicu- 
lu  rayon  VU  et  proportionnel  a  ce  dernier.  Conformement  aux 
les  precedemmenl  admis,  nous  prendrons,  pourla  valeuri'qui  de- 

i  glissement,  le  rapport  -r-qui  n'est  aulre  que  la  langente  trigo- 

[ique  de  Tangle  forme  par  la  generatrice  primitive  du  cylindre 
helice  dans  laquelle  elle  s'est  transformee :  si  donc  on  appelle  9 
dont  a  tourne  la  base    superieure  distante  de  Tautre  d'une 
te  L,  et  p  la  distance  au  centre  du  point  U,  on  a 

-  -  Q'  J'  _  Pl? 
'  ~G'H'~   L 

evalue  non  pas  en  degres,  mais  en  fonction  du  rayon  (')■  On  on 
immediatement  que,  si  Ton  designe  par  G'  un  certain  coefficienl 
nl  qui  esl  le  coefflcient  d'elasticit4  relatif  d,  la  toraion,  la  force 
isement  qui  se  developpe  au  point  U  sur  Tunite  de  surface  est 


nombre  da  degris  qui  mesure  Ynaglt  g  ut  ^il  k  360*  X  s^ 
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.  Par  analogie  avec  ce  qui  a  ete  fait  pour  la  traction,  la  comi 
et  le  cisaillement  (§34),  nous  designerons  par  R"'  cette  force  di 
ment  par  miUimetre  carre,  G'.»",  c'est-a-dire  que  nous  poserons 


Outre  les  ph^nomenes  de  glissement  que  nous  venons  de  sig 
torsion  donne  egalemenl  lieu  a  un  cerlain  allongement  des  geni 
par  suite  de  leur  transformation  en  helices ;  mais,  en  se  repori 
figure  137,  11  est  facile  de  voir  que,  si  ta  quantite  G'J'  =  f.i  esl 
niment  pelit  du  premier  ordre  (comme  nous  le  supposons  touji 
difiference  U'J'  —  H'G'  ou  J'R  est  un  inftnimenl  pelit  du  second 
ne  donne  lieu  par  suite  qu'a  des  eCforts  de  traction  qui  doivi 
negligds ;  nous  n'aurons  donc,  dans  Tetude  des  forces  interie 
jeu,  qu'a  tenir  compte  de  celles  qui  sonl  dues  au  glissement  c 
des  seclions  droites  les  unes  par  rapport  aux  autres  (i). 


§  89.  —  fiqnation  d*6qiiUlbre.   Calcnl  de  Tanffle  de  fr 


Si  la  section  de  ta  piece,  bien  que  n'etant  pas  im  cercle, 
eloigne  pas  cependant  beaucoup,  1'experiencemontrequeles  hy] 
enonc^es  plus  haut  au  sujet  de  la  d^formation  peuvent  enc 
admises  sans  donner  lieu  a  de  trop  grandes  erreurs.  Supposo 
que,  dans  le  cas  d'une  tige  de  section  constante,  differant  j 
cylindre  droit  &  base  circulaire,  une  section  droite  quelconq 
plane  et  tourne  parrapport  a  ses  voisines  sans 
^prouver  ded^fomation;  11  est  facile  de  prou- 
verque  cesrotations  3'accomplissent  alors  au- 
tour  du  centre  de  gravite  de  la  section  quand 
les  forces  de  torsion  se  reduisent  a  des  cou- 
ples.  Soil  en  effet  V  le  point  de  la  section 
droite  SS'  autour  duquel  s'opere  la  rotatlon 
elementaire  d'aiaplitude  tolale  8;  un  ^lement 
quelconque  dw  situe  a  une  distance  p  du  polnt  V  eprouve  un  gli 

egal  a^  (§  88),  etpar  suite  la  forcedecisaillement  qui  luiesta 
(1)  Volrli  ToriUm4t$priimei  par  de  StiDl-VeDtDl,  p.  U5. 


ti 
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a  G'.  ^  .  dtt.  La  somme  totale  de  ces  forces  projetee  sur  uii 
nque  VX  passant  par  le  point  V  est 
.G'.0/' 


JQ'.  T"  dio.  8in  (p,  X)  —  —F-je-  dbi.  sin  (p, 


X). 


exlerieures  qui  agissent  sur  la  piece  se  reduisant  par  hypo- 
1  couples,  on  doit  donc  avoir,  puisqu^il  y  a  equilibre  entre  les 
uestion  et  les  efforts  de  glissement  developpes  dans  la  sur- 


-j--Jp.rfo>.9in(p,  X)  = 
yf.da..ain(p.X)  =  o 


que  V  est  le  cenlre  de  gravite  de  la  section  eonsideree.  I^ 
jint  ces  points  V  conslitue  donc,  dans  rinterieur  de  la  tige, 
une  fibre  qui  n'est  soumise  a  aucun 
*■  effort  de  torsion. 

Ecrivons  maintenant  Tequation 
d'equilibre  entre  le  momentdetor- 
sion  M'  et  les  forces  de  glissement 
de  la  surface  SS'.  Le  momentde  ces 
demieres  parrapportaraxeVNest 
egal  a 

On  doit  donc  avoir 

G'-  e  r,  j        «1 

Fig.  IK  ^   *' 

gnant  par  J  le  moment  (Tinertie  polairef^^.  du  de  la  surface  SS' 
pport  au  centre  de  gravit^  V 


ui  permet  de  calculer  la  valeur  de  l'angle  de  torsion  9 

.      M'.L 
"-GT? 


r 
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Dans  le  cas  d'un  cercle  de  diametre  d 


de  sorte  qu'alors 


^  =  W^' 


w    G'.0-«?*^j^. 


ou 


82*       L 


.  _82  M\L 
n'  G\d* 


c'est-a-dire  que,  lorsque  la  limile  d*elasticite  n'est  pas  depassee,  Tangle 
de  torsion  est  proportionnel  au  moment  de  torsion,  a  la  longueur  du 
cylindre  et  en  raison  inverse  de  la  quatrieme  puissance  du  diametre. 

Ces  lois  se  verifient  facilement  au  moyen  des  appareils  imagines  pour 
Tetude  experimentale  des  phenomenes  de  torsion. 


§  90.  ~  Gondition  de  plos  grande  cliarge. 

Le  glissement  dii  a  la  torsion  va  en  augmentant  dans  chaque  section 
depuis  le  centre  de  gravite  V  (fig.  138)  jusqu'au  point  K  qui  en  est  le 
plus  eloigne  et  pour  lequel  il  acquiert  une  certaine  valeur  maximum  i\ 
En  posant  VK  »  v\  on  a 

•  =17 
D'ou 

En  substituant  cette  valeur  dans  Tequation  d'equilibre  obtenue  au 
paragraphe  precedent,  il  vient 

G*.   J  L.  r  mgf 


ou  bien,  puisque  nous  avons  pose  R'"  =  G*.  C 

5!Ifi=M' 

ce  qui  peut  8'ecrire  encore 

1)»» M*.  p' 

*  — r 


ssions  donnent  le  glissement  i"  el  reffort  de  glissement  pai 
iire  R'"  qui  se  produisent  aux  poinls  les  plus  fatigues. 

cas  d'un  cercle  de  diametpe  d  oii  J  =  -^  el  r'  =  ^  '  les 
Mentes  deviennent 


rige  sonmise  &  des  couples  en  nombre  queloon 

ons  qu'au  lieu  d'un  seul  couple  nous  en  ayons  un  nombre 
tueg  dans  des  plans  perpendiculairea  a  l'axe  de  la  Uge:  s 
'  le  couple  resultant  qui  sollicite  une  section  droile  quelcc 
toujours  pouT  cette  derniere  la  relation  {$  90) 


R'".  J 


:M' 


reduit  donc,  pour  connaitre  la  plus  grande  charge  R'"  di 
onsideree,  a  calculer  M' ;  cetle  operation  ne  presente  p 
I :  elle  se  fera  d'une  maniere  analogue  a  celle  qui  a  ete  ind 
etermination  plus  compliquee  des  moments  flecbissants  ( 
^  efforts  tranchants  dans  le  cas  de  la  flexion  (§  S 
Si  Ton  suppose  d'abord  qu'on  a  uniquemenl  s 
a  un  certain  nombre  de  couples  isoles,  le  mc 
cherche  M'  n'est  autre  que  la  somme  algebriqi 
ceux  qui  sont  situes  depuis  rexlremite  libr 
jusqu'a  la  seclion  consideree  SS'.  Si,  au  contra 
8'agit  de  couples  r^partis  d'une  maniere  cor 
suivant  une  loi  quelconque,  on  tracera  la  C' 
abcde  qui  donne  la  valeur  des  moments  par  un 
longueur,  et  Tordonnee  de  la  courbe  integrali 
fait  connaitre  immediatement,  pour  une  sf 
""  quelconque,  le  moment  lotal  nn'  qui  le  sol 

;as  particulier  de  couples  uniformement  repartis  dont  la  i 
a  m'  par  millimetre  courant,  la  courbe  en  queslion  esl 
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§92 


L'angle  total  de  torsion  6  mesure  a  labase  superieure  s'obtiendra  egale- 
ment  d'une  maniere  simple:  si  Ton        ^ 
se  reporte   en   eflfet  a  Tequation 
(§89) 

M'.L 


e= 


G'.  J 


on  voit  de  suite  que  deux  sections 
infiniment  voisines  distantes  d'une 
quantite  dx  tournent  runeparrap- 
port  a  Tautre  d'un  angle  db  egal  a  ; 


d^  == 


W.dx 


Fig.  lil. 

M*  etant  le  moment  total  qui  soUicite  la  section  consideree  SS';  on  a 
donc,  dans  le  cas  actuel, 

Usuffit  donc,  pour  avoir  la  valeurde  Tangle  de  torsion  en  une  section 
quelconque,   de   tracer  la  courbe  integrale  de  la 
courbe  M'  precedemment  obtenue,  ce   qui  ne  pre- 
sente  pas  de  difficultes. 

Dans  le  cas  particulier  des  couples  uniformement 
repartis  dontnous  avons  parle  tout  a  Theure  et  dont    ,  .^l 
la  valeur  est  de  m'  parmillimetre  courant,  on  a  *  * 


0:.= 


2G'.J 


X  elant  la  distance  comprise  entrela  base  libre  et  la  ^8*  i^* 

section  consideree  SS';  la  valeur  totale  de  Tangle  de  torsion  pour  toute 
la  longueur  L  de  la  piece  est  par  suite 

m\  L« 


e  = 


2G'.J 


§  92.  —  Tige  encastr^e  &  ses  deux  extr6iiilt6s. 

Soit  ABCD  une  tige  cylindrique  a  base  circulaire  encastree  a  ses  deux 
extremites  et  soumise  dans  le  plan  EF  k  un  couple  M'.  11  ost  facile  de 

14 


§92 
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calculer  les  couples  jjl*  et  ji"  auxquels  donnent  lieu  les  encastrements :  si 
I'on  appelle  en  effet  9  Tangle  de  torsion  correspondant  a  la  section  EF  (*), 


Fig.  143 


on  a  pour  les  deux  tiges  de  longueur  f  et  /"  considerees  chacune  a  part 


G'.  J.o 


D'ou 

et  comme 
on  en  deduit 


l' 

-  —  p. 

G'.  J.  e 

(x' 

V 

,»•  +  i."  =  w, 

t^'- 

M'.L 

V-"- 

M'.i 

Le  couple  M'  se  repartit  entre  les  deux  encastrements  exactemenl  comme 

le  ferait  une  force  normale  appliquee  a  une  poutre 
reposant  sur  deux  appuis. 

Les  valeurs  de  \k  et  de  (x"  etant  connues,  rien 
n*est  plus  facile  que  d'etudier  a  part  les  eflfets  pro- 
duits  sur  chacune  des  portions  /*  et  T*  de  la  tige 
consideree  separement. 

Les  problemes  relatifs  a  la  torsion  ne  presentent 
pas  plus  de  difficultes  lorsque,  au  lieu  d'un  couple 
uniqueM',on  en  a  unnombre  plus  ou  moins  grand, 
r^partis  d'une  maniere  continue  ounon  entre  les  deux 


^G. 


Fig.  iU 

(1)  Cetangloest  ^Tidemment  le  mdme,  en  Taleur  absolae,  pour  les  deux  portions  de  tige  Tet  T', 
puicque,  en  Tertu  m6me  des  deux  encastToments,  les  sections  AB  et  GD  ne  peuTont  tonmer  dans 
leur  plan. 
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I ;  on  3ait  en  efTet,  en  vertu  de  la  remarque  qui 
k  riieure,  comment  chacun  de  ceux-ci  se  parta. 
)trement3  et  par  suite  on  se  trouve  ramene,  poui 
!me  une  section  quelconque  SS',  au  cas  (l'une  U^ 
.e  connu  {[*,  ou  m,  suivant  qu'on  considere  Tune  o 
)s  de  la  tige)  el  par  les  couples  situes  de  S  en  A 
e  dans  les  questions  etudiees  precedemment  {%  S 


§  93.  —  Tlffe  orense  &  seotlon  olron 


l'on  a  aSaire  a  une  tige  creuse  a  sectlon  circulaire, 
loppees  auparagrapheSSsont  encoreevidemmenl 
3  que  les  sections  droites  restent  planes  apres 
ic,  comme  precedemment  {$  90),  pour  conditio 

51^  =  M- 


mme,  en  appelant  deld"  les  diametres  ezterieur 

J=  — ^ et    i.  =  g. 

1  dddnit 

n«.         16M'.  d 


ant  a  Tangle  de  torsion  0,  il  est  loi^jours  donne  p 


M'.L 
"G'.  J 


d,  dans  le  cas  actuel,  devient 


e        M'.L 


1  voit,  par  ces  formules,  quel  avantage  consideraJ 
sntent  sur  les  arbres  pleins,  a  egalile  de  section. 


.  —  Tige  ayant  la  forme  d*im  soUde  qnelconqae 
de  r^TOlution. 

lieu  d'un  cylindre  droit  a  baaecirculaire,  on  considere  un  solide 
jue  de  revolution,  on  peut  encore  admettre  comme  evident  que, 
m  desymetrie(§  88),  I'axe  du  corps  ne  cessepasd'elrerecliligne, 
fs  sections  droites  restenl  planes  apres  la  d^formation ;  c'est  du 
qui  resuite  de  ce  fait  que  le  solide  en  question  peut  etre  consi- 
ime  conslitue  par  une  serie  de  cylindres  de  liauteur  infiniment 


ilte  de  la  que  les  relations  obtenues  precedemment  sont  e 

les   a  chacune  des  trancbes  comprises  enlre  deux   sections 


Fi|.  145 


nfiniment  voisines,  de  sorte  qu'en  appelant  dx  la  distance  qui 
;e,  dfl  Tangle  inflniment  pelit  dont  Tune  lourne  par  rapporl  a 
!t  J  leur  moment  d'inertie  polaire,  on  a 


G'.  J.  dft 


=  M' 
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ce  qui  donne  par  consequent  pour  la  valeur  lotale  de  Tangle  de  torsion 

0 

ou,  en  appelant  d  le  diametre  de  la  section  droite  consideree, 

.         82    r^  M'    , 


integrale  qu*il  est  facile  de  calculer  graphiquement  comme  au  para- 
graphe  91. 
Quant  a  la  condition  de  plus  grande  charge,  elle  est  toujours  (§  90) 

ou  bien 

Si  le  moment  de  lorsion  M'  applique  a  la  section  consideree,  au  lieu 
d'etre  conslant  sur  toute  la  hauteur  de  la  tige,  est  variable  suivant 
n'importe  quelle  loi,  les  formules  ci-dessus  sont  encore  evidemment 
appUcables,  de  sorte  que  les  problemes  relatifs  a  la  lorsion  des  tiges 
cylindriques  de  revolution  soimiises  a  des  couples  quelconques  connus 
se  trouvent  ainsi  resolus. 


§  95.  —  Tiges  cylindriq[aes  pleines  dont  la  seotion 

n'est  pas  oirculaire. 


Lorsqu'une  tige  de  section  quelconque,  encastree  d*une  maniere  par- 
faitement  rigide  et  soumise  a  un  couple  de  torsion,  n*a  qu'une  longueur 
extr^mement  courtey  il  est  bien  clair  que,  la  section  d*encastrement  res- 
tant  forcement  plane,  toutes  les  autres  peuvent  etre  considerees  comme 
etant  sensiblement  dans  le  meme  cas  et  par  suite  les  considerations  et 
les  fomules  precedentes  sont  encore  applicables  dans  ce  cas  particulier; 


§ds 
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mais  il  cesse  d'en  dtre  de  meme  des  que  la  tige  presente  une  longueur 
appreciable,  et  les  problemes  relatifs  a  la  toi-sion  deviennent  alors 
extr6mement  complezes  parce  que  les  sections  droites  primitivement 
pianes  ne  restenl  pas  planes,  de  sorte  que  les  giissements  ne  sonl  plus 
proportionnels  auxdislances  a  Taxe  (').  Ces  phenomenes,  qui  semblaient 
presenter  des  difficultes  insurmontables  aux  etudes  des  geometres,  onl 
et6  robjet  de  savantes  reclierclies  de  la  parl  de  de  Saint-Venant  qui,  le 
premier,  a  etabli  les  lois  auxquelles  ils  obeissent(*);  nous  nous  borne- 
rons  a  en  resumer,  ainsi  qu'il  suit,  queiques-uns  des  points  principaux. 

Le  gauchissement  des  sections  droites  est,  en  genoral  et  pour  im 
meme  genre  de  surfaces,  d'autant  plus  prononce  que  leur  forme  s'eloigne 
davantage  de  celle  d'un  cercle  ou,  en  d'autres  termes,  que  leurs  dimen- 
sions  maximum  et  minimum  different  plus  Tune  de  Tautre. 

Ce  gauchissement  ayant  pour  resultat  de  diminuer  la  resislance  a  la 
torsion,  la  forme  circulaire  est  la  plus  avantageuse  de  toutes  a  egalite 
de  surface. 

Les  points  qui  fatiguent  le  plus  sont  situes  sur  le  contour  de  la  section 
et  occupent  sur  cette  derniere  une  position  qui  varie  avec  sa  nature ; 


pig.  m 
ce  sont  ceux  qui  sont  le  plus  rapproclies  de  l'axe  si  Ton  a  affaire  a  un 
triangle  equilateral,  a  un  rectangle,  a  une  ellipse,  ft  une  etoile  aquatre 
branches,  etc.;  ils  sont  indiques  par  la  letlre  D  sur  ta  figure  146.  On 
voit  donc  quelles  erreurs  grossieres  on  commettrait  en  admettant  que 
les  sections  droites  peuvent  elre  considereos  comme  restant  planes  et 
par  suite  que  les  glissements  sont  proportionnels  aux  distances  a  1'axe  j 
les  deux  formules 

G^JJ_„, 


(t)  On  pent  aToir  ftethmeDt  ni 


I  idde  des  d^rormationi  qol  m  prodniwDt,  en  tOTdanl  un  priame 
i  quB  la  Tortitm 
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relatives  a  la  lorsion  des  cylindres  droits  4  base  circulaire  ($  89  et  90) 
cessent  absolument  d'etre  applicables  (*),  mais  il  est  facile  de  comprendre 
que,  pour  chaque  espece  particuliere  de  section  (carre,  rectangle, 
ellipse,  etc),  on  puisse  se  tirer  d^affaire  moyennant  Taddilion  d'un 
coefficient  special  de  correction  que  nous  allons  faire  connailre.  Nous 
commencerons  par  faire  remarquer  que,  dans  le  cas  d'un  cercle,  si  Ton 
pose 

O  =  sorf  ace  de  la  section  rz-^n.d^ 

4 

les  relations  precedentes  peuvent  s'ecrire 


0,0258  ^.  ^  =  M' 
0,282  R"\  yfQ*  =  M' 


Les  recherches  de  de  Saint-Venant  ont  montre  que,  pour  les  sections 
ci-apres,  ces  equations  doivent  etre  remplacees  par  celles-ci : 

K.6;i.V^  =  M' 
K'.R'".v^Q«=M' 

K  et  K*  etant  des  coefficients  dontles  valeurs  sontdonneesparle  tableau 
suivant. 


FORMB  DE  LA  8BCTI0N 


Cercle 


0,0253 


0,282 


OBSBBVATIONB 


(1)  Pour  (louner  ane  id^  des  m^eomptes  auzquels  conduirait  rapplication  de  ces  relations, 

G'  J  A 
nous  nous  bomerons  k  dire  que  le  premier  membre    ■   '  '^   de  la  premiftre  d^entre  elles  doit  6tre 

L 

multipli^:  pour  une  seetion  earrte,  par  le  eoefficient  0,843;  pour  un  triangle  £quilat6ral,  par  0,6 ; 
pour  un  rectangle,  par  un  eoefficient  variant  de  0,843  k  z^ro ;  pour  une  autre  section  partieuli^re, 
par  0,0186,  etc. 
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FORMB  DB  LA  8BGTI0N 


VALBUR  DU   GOBFFICIBKT 


OBBBRVATIONS 


Ellipse 


0,0258 


),282  y/l 


Q  =  "T  w.  a.b 
4 

J=l.ic.a.*.(a«-H*) 
64 


Garr6 


0,0234 


0,208 


Q  =  a« 


Rectangle 


a  =  2& 
a  =  5ft 
a  =  10A 
a  =  50ft 
a  =  oo 


0;0288 

0,174 

0,0252 

0,180 

0,0260 

0,099 

0,0274 

0,047 

0,0278 

0,000 

a  =  a.h 


Triangle  ^ailateral 


L — -  ti— — jJ 


0,0222 


0,175 


Q=Vo 


i^a. 
4 


♦^=i 


Garre  curyiligne  &  angles  aigns 
et  k  cot^  concaves  ayant  -55  de 
fleche. 


0,0220 


0,192 


Q  =  1,064  a* 
J  =  0,192  a^ 


Garr6  curviligne  k  angles  ar- 
rondis  et  k  cotes  leg^rement  con- 


caves. 


0,0282 


0,200 


Q  =  1,082  a« 
J  =  0,179  a^ 
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FORMK   Dl  LA  BICTIOH 


Etoile    carr^     CQrviligne 
qaatre  pointes  arrondies. 


Double    spatale  analogue  k  un 
rail. 

b=  0y2a 


TALBUR  DU  COEFriGIBNT 


0,0211 


0,0282 


0,161 


0,128 


Antre  f orme  de  double  spatule 
6  =  0,l4a 


jj. CC'- ' 


0,0289 


0,119 


OBBBBYATIONB 


Q  =  1,220  a« 
J  =  0,297  a* 


Q  =  0,291  a* 
J  =0,126  a* 


Q=  0,256  a» 
T  =  0,113  a* 


Si  la  section  donnee  n'esl  pas  Tune  des  precedentes,  on  verra  quelle 
est  celle  dont  elle  se  rapproche  le  plus  et  on  en  deduira,  par  analogie, 
des  valeurs  approximatives  de  K  et  de  K'  dont  Texactitude  sera  en  gene- 
ral  sufSsante  au  point  de  vue  pratique. 

II  est  a  remarquer  que,  malgre  des  differences  considerables  de  formes, 
le  cbefficient  K  varie  peu  (de  0,0253  a  0,0211  dans  les  exemples  ci- 
dessus)  et,  comme  d'ailleurs  on  a 

,  __M'.L    J, 


on  voit  que  la  deformation  0  est  sensiblement  proportionnelle  a  gj. 

Pour  une  valeur  donnee  d'une  surface  non  ividee  Q,  il  y  a  donc  un  inte- 
ret  considerable,  au  point  de  vue  de  la  raideur  des  pieces,  a  riduir^  le 
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ptus  possible  le  moment  ii'inertie,  c'est-a-dire  a  faire  usage  de 
rondes;  c'est  precisement  Vinverse  de  ce  qu'on  serait  amene  a  cr 
Ton  supposait,  a  topt,  que  les  sections  droites  des  piecesnon  circi 
reslent  planes  pendant  la  torsion. 

Uneremarque  analogue  a  la  precedente  esl  applicable  ala  val 
la  plus  grande  charge  par  miUimetre  carre  R'"  des  points  ies  ph 
gues ;  pour  diminuer  le  plus  possible  celle  derniere,  il  convient  d 
usage  de  tiges  circulaires;  tout  emploi  de  nervures  donne,  a  s 
egale,  de  mauvais  r^sultats. 


§  96.  —  Tiges  cylindrlques  oreuses  de  faible  dpalsa 
dont  la  seotlon  n*est  pas  oiroalalre. 

Si  Ton  veut  etudier  la  torsion  des  tiges  cytindriques  creuses  de  i 
quelconque,  on  se  trouve  en  presence  de  diMcuUes  plus  grandes 
que  s'il  s'agissa)t  de  pieces  pleines;  dansle  cas  oii  Tepaisseur  est 
on  pourra  pratiquement  considerer  la  resistance  de  la  tige  con£ 
comme  sensiblemeni  egale  a  la  difFerence  des  resislances  du  c; 
exterieur  etdu  moyeu  cylindrique  interieursupposeplein,  cequic 
aux  relations 

K'.  R'".  (v/Q-  -  M  = 


=  M' 


dans  lesquellee  on  prendra  pour  K  el  K'  les  valeurs  donnees  pre* 
menl. 


;^  97.  —  Galcul  du  moment  d'inertle  polalre  d'une  se 


Les  formules  qui  precedenl  conliennent  le  moment  d^inertie  j 
(le  la  section  droite  des  liges  soumisos  a  la  torsion.  Sa  valeur  es 
;i  determiner  au  moyen  de  la  relation  connue 

j  =  J'  +  J" 
dans  laquelle  J'  el  J"  representent  les  moments  d'inertie  de  la  : 
parrapport  adeusaxes  reclangulaires  quelconques  passanlparle 
ile  gravile;  quant  au  calcul  de  J'  et  J",  on  reffecluera  comme  il  a 
imx  paragraphes  C3,  65,  70. 
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Les  valeurs  de  J  relatives  a  un  cerlain  nombre  de  sections  ont  ete 
>nnees  au  paragraphe  98;  il  est  donc  inutile  de  les  (icrirede  nouveau 
i.  Nous  ajouterons  seulement  que,  pour  rhexagone  el  l'octogone  regu- 
3rs,  on  a  respectivement 

J  =  0,0677.  d* 

J=O,07S8.d< 

etanl  le  dlametre  du  cercle  circonscrit  a  chacun  de  ces  polygones. 


-  D^termliiation  dn  dlamdtre  des  arbres 
de  transmlssion. 


11  resulte  de  ce  qui  precede  (§  90)  que  le  diametre  d  d'un  arbre  rond 
>umi3  a  raction  d'un  coupie  M'  se  determine  par  la  formule 


.=  .,72v/f, 


charge  par  miUimetre  carre  R'"  admissible  en  toute  securit^  elant 
'ise  sur  le  tableau  du  paragraphe  99. 

Cette  formule,  parfaitement  suffisante  pour  loutes  les  tiges  qui  sont 
umises,  au  repos,  a  Taction  d'un  couple  M',  ne  tienl  pas  compte  de 
ingle  total  de  torsion  0  qui  leur  est  imprime;  or  ce  dernier  a  une 
iportance  considerable  pour  les  arbres  qui,  aninies  d'un  mouvement 
us  oumoins  rapide,  recoivent  el  transmettent  le  mouvement  des  ma- 
lines;  dans  ce  cas,  qui  esl  de  beaucoup  le  plus  frequent,  il  importe 
sentiellement  que  6  n'ait  pas  une  valeur  trop  considerable  lorsqu'il 
igit  d'un  arbre  ou  d'une  file  d'arbres  presentant  une  longueur  un  peu 
ande,  car  il  se  produirait  aiors,  dans  tout  Tensemble  du  systeme,  dcs 
ouvemenls  vibraloires  plus  ou  moins  considerables  eminemment 
=heux  au  point  de  vue  non  seulement  de  la  aolidite,  mais  encore  de  la 
gularite  qui  est  necessaire  dans  le  mouvement  de  tous  les  organes.  La 
leur  maxjmum  admissible  pour  Tangle  6  depend  evidemment  de  la 
ngueur  des  arbres  ainsi  lordus  el  varie  par  consequenl  d'un  cas  a 
utre;  mais,  quelque  grande  que  soit  celle  derniere,  on  peut  admeltre. 


resultat  pratique,  qu'il  ii'y  a  paa  d'inconvenient  a  aller  jusqu'a 

i  1' 

7  de  degre  de  torsion  par  metre  courant,  c'esl-a-dire  TjTjt~    par 

re,  ce  qui  donne 


bstiluant  cette  valeur  dans  requation  (§  S 
«    q'.a.d'_„. 


></% 


nc  necessaire,  pour  les  arbres  soumis  a  la  torsion,  de  prendre 
a  plus  forte  des  deux  valeurs  foumies  par  cette  equation  el  par 
I  a  ele  deduite  de  la  condition  de  plus  grande  charge 


la  pratlque  il  arrive  le  plus  souvent  qu'on  connalt  non  pas  le 
M'  qui  tend  a  tordre  un  arbre,  mais  le  nombre  de  chevaux  G  de 
rammetres  que  Iransmet  ce  dernier  et  le  nombre  de  tours  n  qu'il 
minute;  or  on  a,  en  ayant  soin  de  remarquer  que,  en  verlu  des 
ue  nous  avons  adoptees,  le  premier  membre  de  requation  ci- 
represente  des  kilogrammillimitres 

M'.2...i 

5^=1000  0 


ermel  de  passerimmediatementdela  valeur  de— a  celle  de  M*. 

le  cas  ou,  au  lieu  d'avoir  des  arbres  ronds,  on  a  affaire  a  des 
smatiques  de  scction  quelconque,  les  considerations  et  les  calculs 
dans  ce  paragraphe  leur  sont  evidemment  applicables,  a  condi- 
m  entendu,  qu'on  parte  des  formules  qui  concernent  ces  corps 
it  ete  donnees  au  paragraphe  95  avec  les  valeurs  pratiques  des 
nts  K  et  K'. 
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§  99.  -~  Valeur  du  ooeffloient    d'61astiolt^  de  torsion  Q\ 
Valeur  de  la  oharge  maximum  de  glissement  par 
la/m  oarrd  qu'on  peut  adopter  aveo  sdouritd. 

Si  les  phenomenes  qui  se  produisenl  pendant  la  torsion  d'un  cylindre 
droit  a  base  circulaire  etaient  entierement  assimilables  a  ceux  du  cisail- 
lement,  il  conviendrait  d'adopter,  pour  les  uns  comme  pour  les  autres, 
les  memes  valeurs  du  coefficient  d'elasticite  et  de  la  charge  maximum 
par  millimetre  carre  IV"  =  G'.  f  qu'on  peut  appliquer  avec  securite ; 
mais  les  premiers  sont  d'une  nature  plus  complexe  que  les  seconds  dans 
lesquels  les  glissements,  au  lieu  d'etre  perpendiculaires  aux  rayons  pas- 
sant  par  le  centre  de  chaque  section,  sont  paralleles  a  une  meme  direc- 
tion.  Cest  donc  a  Texperience  qu*il  convient  d'avoir  recours  pour  deter- 
miner  les  nombres  en  question  relatifs  a  chaque  espece  de  matiere.  Pour 
obtenir  G',  on  peut  se  servir  de  Tun  des  appareils  qui  ont  ete  imagines 
pour  Tetude  experimentale  de  la  torsion ;  il  suffit  en  effet,  apres  avoir 
mesure  6,  d'avoir  recours  a  la  relation  (§  89) 

^,      82  M'.  L 

Ces  memes  experiences  permettraient  de  determiner  les  forces  de  glis- 
sement  par  millimetre  carre  R'"  qui  commencent  a  alterer  Telasticite,  et 
celies  qui  produisent  la  rupture ;  malheureusement  il  n'a  jamais  ete  fait 
d'essais  tres  complets  a  ce  sujet  et,  si  G'  n'est  pas  connu  bien  exacte- 
tement,  il  regne  une  incertitude  plus  grande  encore  sur  la  valeur  des 
charges  dont  nous  venons  de  parler.  Les  nombres  qui  figurent  dans  le 
tableau  suivant  ne  doivent  donc  etre  consideres  que  comme  approxima- 
.  tifs ;  on  verra  que,  sauf  pour  les  bois,  ce  sont  les  memes  que  ceux  qui 
sont  relatifs  au  cisaillement :  telle  est  en  effet  la  conclusion  a  laquelle 
conduit  la  discussion  des  resultats,  parfois  assez  peu  concordants,  obtc- 
nus  par  les  divers  experimentateurs  qui  se  sont  occupes  de  cette  question. 
Comme  pour  le  glissement,  nous  ferons  remarquer  qu'ils  ne  s'eloignent 
pas  beaucoup  des  formules  theoriques  (§  37  et  41) 

G'  =|e         r  =2  X  =  2  §         R'"  =  G'.  1-=:^^ 
5  E  5 

II  importe  d'ailleurs  essenliellement  de  ne  pas  oublier  que,  suivant  la 


d9 
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remarque  que  nous  avons  deja  faite  (§  16),  refifort  maximum  11'"  doit, 
dans  chaque  cas  special,  etre  fixe  d'apres  les  nombres  deduits  de 
constructions  analogues  ayant  fait  leurs  preuves  de  solidite  tout  en  parais- 
sant  legeres. 

R6sistance  A  la  torsion. 


Fer 

Acier  donx 

Fonte .  .  . 

Cuiyre  rouge 

Laiton 

Bronze  k  10  Vo  d'etain . 

Ghene  .  •  « 

Pin 


• 

_ 

CHARGB  DB  aLlSSBMBNT 

par  miUim^  carr6 

COBFFICIBIIT     D'^LA8TICrr^ 

qu^on 

fi* 

pent  appliqnor  avee  steorit^ 

5^00 

7000 

6,00 

7500 

1,70 

4000 

8,00 

4800 

1,70 

2100 

2,00 

1060 

0,80 

m 

0,26 

400 

r 
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RfiSISTANGE   COMPOSEE 
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RESISTANCE    COMPOSEE 


%  100.— D^flnitlonde  la  rdsistanoe  oomposde. 


Dans  les  chapitres  qui  precedent,  nous  avons  etudie  le  cas  de  solid 
sollicites  par  des  forces  produisant  soit  une  traction,  soit  une  comprt 
sion,  soil  un  glissement,  soit  une  flexion,  soit  enfin  une  torsion ;  or,  da 
la  pratique,  il  arrive  souvent  qu'une  meme  piece  est  soumise  a  la  fois 
plusieurs  de  ces  divers  genres  d'efforts  etil  importe  essentiellement  < 
savoir  calculer  quelle  est  alors  la  cliarge  totale  des  fibres  les  plus  fa 
guees,  afin  d'etpe  en  mesure  de  delerminer  les  dimensions  qu'il  convie 
d'adoptep.  Cest  de  ce  probleme  donl  nous  allons  nous  occuper  mainl 
nant :  pour  le  resoudre  nous  nous  appuierons,  toutes  les  fois  que  ce 
sera  possible,  sur  le  principe  de  la  superpositlon  des  petites  defonn 
tions,  c'est-a-dire  que  nous  combinerons  geomelriquement  entreeuxli 
depJacements  moleculaires  dus  a  chacun  dcs  ePTorls  en  question  cons 
d^res  isolement  (§  1).  Gomme  nous  Tavons  deja  dit,  cette  facon  d^oper 
ne  saurait  etre  admise  quand  le  fait  meme  de  rexistence  des  forces  ( 
jeu  modifie  d'une  maniere  sensible  soit  la  valeur  de  quelques  un^ 
d'entre  elles,  soit  leurs  bras  de  leviers;  nous  allons  en  tpouver  i 
exemple  en  nous  occupant  des  pieees  qui  sonl  a  la  fois  llecMes  el  coi: 
prim^es. 
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COMPRBSSION  BT  FLBXION. 
PlllCBS  CHARGfe  DBBODT,  AYANT  DNB  SBCTION  CONSTANTB. 


g  101 .  —  Pidce  charg^e  debout  et  artioulde 

d.  ses  deux  extr^mitds. 


En  etudiant  les  phenomenes  de.  compression,  nous  avons  toujours 
admis  jusqu'ici  que  les  corps  consideres  sont  tres  courts  relativement  a 

la  plus  petite  dimension  de  leur  base.  Supposons 
maintenant  qu'il  n*en  soit  plus  ainsi  et  que  nous 
ayons  affaire  a  une  tige  plus  ou  moins  longue  AB  qui 
soit  soumise  a  un  eflfort  de  compression  F  dirige  sui- 
vant  son  axe  et  dont  Textremite  libre  B  soit  astreinle 
a  rester  sur  la  ligne  droite  AB.  L'experience  prouve 
quMl  existe  une  certaine  valeur  minimum  de  F  au 
dessous  de  laquelle  la  piece,  legerement  flechie  par 
une  cause  accidentelle,  se  redresse  naturellement, 
tandis  qu'au  dela  de  ce  point  un  accroissement,meme 
assez  faible,  de  la  force  de  compression  donne  lieu 
a  une  fleche  considerable  et  met  la  piece  en  dangcr  de  se  rompre.  Celle-ci 
est  donc,  a  ce  moment,  comme  enequilibreinstable  et  se  trouve  dans  des 
conditions  inadmissibles  dans  la  pratique ;  on  concoit  donc  qu'il  y  a  un 
interet  capital  a  ne  jamais  atteindre  la  valeur  en  question  que  nous 
allons  maintenant  nous  occuper  de  determiner. 

Traitons    d'abord    le    cas 


Fig.  147 
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d*une  poutre  droite  de  lon- 
X  gueur  L  articulee  a  Textre- 
mite  A  tandis  que  Tautre  B 
est  assujettie  a  se  mouvoir 
sans  frottement  sur  la  droite 
AX  sans  pouvoir  s*en  ecarter; 

y'  ^  Fig.  148  nous    supposerons,    comme 

dans  toul  ce  qui  va  suivre, 

sa  section  comtante.  Imaginons  que,  prenant  rextremite  B  a  la  main, 


cions  la  piece  a  prendre  une  fonne  tres  legerement  co 
AB==o<L,  et  appelons  F  la  reaclion  qu'elle  exerce  dai 
AB.  Si  les  deux  points  A  el  R  elaient  reunis  par  un  tirar 
'  o,  F  serait  la  lension  qu'acquerrail  ce  demier  quand  Vt 
serail  produil:  ce  que  nous  noits  proposons  de  di^lenn 
aleup  minimum  qu'il  faut  donner  a  F  pour  que  la  flexion  < 
mitivement  droile  commence  a  se  produire. 
ilre  AB  pouvant  elre  assiraiiee  a  un  arc  flexible  en  equi 
tion  seule  des  deux  forces  F  dirigees  suivant  la  corde  AE 
ine  section  transversale  quelconque  n  n',  en  designant 
lenl  d'inertie  par  rapport  a  Taxe  a. «'  perpendiculaire  au  pli 


—  etant  du  a  cette  circonstance  que  -^  est  negalif  dans  l 
46). 

tion  de  la  piece  etant  supposee  la  meme  sur  toule  salongi 
I  quanlite  constante  et  rintegrale  generale  qui  satisfait  a  Vi 


i/  =  C.  siamx  -\-  C .  coan. 


i'aiUeurs 

puisque  y  =  o  pour  x~o, 

dy 
iisque,pourlepointmilieu^  =  o  et  par  smte  cos  Tnx  = 

=  1,  /■  etant  la  valeur  de  la  petite  fleclie  donnee  arbitraire 

e. 

encore  une  autre  equation  de  condition  a  laquelle  on  doit  i 

faut  en  effel  que,  pour  x=a,  on  ait  y=o,  etpar  consequi 


e  /  n'e3t  pas  n\U  par  hypoUiese,  on  doit  donc  necessaire: 

sin  ma  =  0 
B  peut  avoir  Ueu  que  si  Ton  donne  a  a  une  valeur  telle  que 


§  101  —  228  - 

ou 


^^l=^\/¥ 


ou 


s=       a' 


Les  detormations  etant  toujours  tres  faibles  (sans  quoi  nos  fonnules 
ne  seraientpas  applicables)  ('),  onpeut,  sans  erreur  sensible,  remplacer 
a  par  L,  ce  qui  donne  la  relation  due  a  Euler 

*^  =  ~I7~ 

Telle  est  la  condition  que  doit  remplir  la  force  de  compression  pour 
que  le  phenomene  de  flexion  se  produise ;  tant  que  F  n*atteint  pas  cette 
valeur,  la  piece  reste  droite.  Le  probleme  que  nous  nous  etions  propose 
se  trouve  donc  resolu  puisque  nous  savons  quel  est  le  point  au-dessous 
duquel  doit  toujours  se  maintenir  la  force  de  compression. 

Si  Q  est  la  surface  de  la  section  transversale  de  la  piece  et  r  le  rayon 
de  giration  de  cette  section,  de  telle  sorte  que  I  =  Q.r^,  la  relation  pre- 
cedente  peut  s*ecrire 

ou  encore 

F^  7c«.  E  (i) 

II  est  bien  clair  d*ailleurs  que,  en  appelant  R'  la  charge  a  la  com- 
pression  par  millimetre  carre  admissible  avec  securite  pour  les  pidces 
courtes  (§  83),  reflfort  exerce  F  doit  etre  inferieur  a  R\Q, 

F<  R'.Q 
ou 

F 

sans  quoi  la  piece  serait  trop  chargee  au  point  de  vue  de  la  compression 
simple  sans  flexion.  • 

(1)  On  sappose  ^alem6iit,bien  entenda,  qae  la  limite  d'41a8ticit6  n^est  d^passfe  en  aueun  point 
de  la  pi^e. 

(2)  Dans  le  cas  particalier  d'ane  pitee  cirealaire  pleine  de  diam^tre  D,  cette  rel&tion  de?ient : 

F  >_  Jc^E 


Q 

16 


(d)" 


$\0i.  —  Diverses  valeurs  de  la  force  ndcessaire 
ponr  produlre  la  flezion. 

Nou3  venons  de  voir  que,  pour  que  f  ne  soit  pas  nul,  c'est-a-dire  p 
qu'il  y  ait  flexion,  on  doit  avoir 


equation  qui  est  satisfaite  non  seulement  pour  m.  a  =ii,inais  encore 


K  etant  un  nombre  entier  quelconque. 
On  deduil  de  la 

ou,  en  rempla^anl  a  par  L  (§  101), 

Lasolutlon  K=l  correspond  au  cas  oii  la  piece  deformee  prend 
forrae  de  la  figure  148,  puisqu'on  a  alors  evidemment  m.a=it. 
Si  le  milieu  de  la  poutre  est  assujetti,  par  un  moyen  quelconque 


resler  sur  la  droite  AB,  on  a  alors  m.a  =  5  avec  la  forme  indiquee  ] 

ia  figure  149,  ce  qui  correspond  a  K  =  2 ;  la  force  necessaire  pour  ope 
un  commencement  de  flexion  est  4  fois  plus  grande  que  tout  a  l'lieu 
ce  qui  est  evident  a  priori  puisqu'on  se  trouve  dans  le  nieme  cas  que 
on  avait  affaire  a  une  piece  AD  de  longueur  deux  fois  moindre. 

En  general  si  n  est  le  nombre  total  des  poiuls  assujettis  a  rester 
ligne  droite,  y  compris  les  deux  extremes,  on  a  K  =  n  —  1  et 


-1)'. 


1  Toit  donc  qu'en  muIlipLiant  suffisamment  les  po 
la  piece  dana  des  conditions  telles  qu'elle  peut 
ite  travaillant  simplement  par  compression,  sans  9e 


§  103.  —  Pldoe  charg^e  debont  et  enoa 
&  ses  deux  eztr^mltds. 


piece  AB  etant  encastree  a  ses  exlremites,  nous 

(,  .  Tencastreme 

<r\  dis  quc  l'a« 

p  y     a  ^  paraUelemen 

'    ■  d'unecertain 

traire  mais 

sorte  que  le 

reslent  touji 

la  direction  [ 

AB.    Chaqu( 

force  F,  de  telle 


Pig.  150 

le  lieu  a  un  couple  (*  ei 

seclion  Iransversale  quelconque  nn',  on  a 


E.I.S=,-F.„ 


■rfx» 
lur  integrer  cette  equalion,  posons 

[*—  F.  ,/ =  — F.  y' 


E.  I. 


1  pour  integrale 


y'  =  0.  sin  mx  -\-  C.  coa  n 


jtantegal  a  ftt 
1  a  donc 


—  S  +*  =  Cflin  mx+C.coBmx 

//  =  S(  +  C.  sia  ww:  +  C.  co»  inai 

Pour  X  =  0,  on  a  V  =  o  et  par  suit«  C'  —  —  S 

Pour  »  =  0,  on  a  -j-  =  0  et  par  suit*  (j  =  o 


y  =^{1  — ooa  mx) 

II  faut  en  outre  que,  pour  y  =o,  on  ait  x—a,  ou  sensiblement  x- 
co  qui  donue 

^a-co8mL)=o 

Donc  si  ]j.  ii'est  pas  nul,  c'est-a  dire  s'il  y  a  flexion,  on  a  necessi 
ment 

oosmL  =1 

et  pac  suite 

m.  L  =  2:* 

D'ou,  en  rempla^ant  m  par  sa  valeur, 

Telle  esl  la  valeur  minimum  que  doit  acquerir  la  force  de  compres 
pour  que  la  flexion  commence  a  se  produire ;  en  comparantce  result 
celui  qui  a  ete  oblenu  au  paragraphe  101,  on  voit  que  le  double  ei 
strement  quadniple  la  charge  qu'on  peut  appliquer. 


|104.  —  Fldoe  otaargde  deboat,  enoastrde  &  nue  extrdn: 
et  guid^e  &  rantre  sulTant  sa  dlreotlon  prlmiti 


Dans  ce  cas  le  guide  B  donne  evidemmenl  lieu  aux  deux  forces  '. 
F',  de  sorle   que  Tequation 
d'equiiibre    relative    a   iine  Ar 


section  transversale  quelcon- 
que  nn'  est 


E.I.g  =  -F.,-t 


^'■mm. 


Si  Ton  pose 


■      T  -■ 


§  104  -  282  — 

on  reconnait  facilement,  comme  precedemment,  querequation  ci-dessus 
a  pour  integrale 

—  7w*.  y  -j- n*.  (a  —  a?)  =  C.  sin  m»  +  C.  cos  ttw; 


On  a  d'ailleurs : 


pour  X  =0,  y=:oet par  suite  C  =  »*.  a, 

pour  a?  =  0,  -s^  =  0  et  par  suite  C  = 

'^  dx  '^  m 


Enfin,  comme  derniere  equation  de  condition,  il  faut  que,  pour  y=o, 
on  ait  x=a  ou  sensiblement  x=L ;  on  en  deduit 

C.  sin  mL  +  C'.  cos  mL  =  o 
ou 

m*  L  =  tang  mL 

Le  coefficient  m  (c'est-a-dire  la  force  F)  n*etant  pas  suppose  nul,  cette 
equation  exige  que  Tarc  m.L  soit  egal  a  25T*27*,  ce  qui  donne 

m.  L  =  4,498 
ou  bien,  en  remplacant  m  par  sa  valeur, 

^•L«=  20,187 
F  -=  20,187.  -^ 

expression  que  nous  ecrirons  sous  la  forme  suivante  pour  pouvoir  la 
comparer  a  celles  qui  precedent 

F  =  2.046.  "^^^ 
ou  sensiblement 

n\  E.I 


F=2 


Telle  est  la  valeur  minimum  que  doit  avoir  la  force  de  compression 
pour  que  la  flexion  puisse  se  produire. 


glOS.  —  Pi6oe  chargde  debont,  encastrde  &  une  extr^: 
et  llbre  &rautre. 


Si  Ton  appelle  /  la  fleche  BB'  prise  par  la  piece,  il  est  faeile  de 
apres  ce  qui  a  ete  dit  prece- 
demment,  que  requation  d'e- 
quilibre  est 

E.  I.g=  F.(f-y) 

D'ou  pour  integrale 

t/=f-\-G.  BinffM  +  Ccosnw 

F 
m'  etant  egal  a  -^  . 


On  a  d'ailleurs : 


ponr  (s=  0,  //  =  0  et  par  anite  C'=: — f, 
poar  a:  =  0,  -3^  =  0  et  par  auita  C  =  0 


On  a  donc  en  d66nitive 


!i  =/a- 


a  mx) 


Enfin,  pour  x=L,  y^f,  de  sorte  que,  si  /"n^esL  pas  nul,  on  a 
coBmL  =  o 
m.-L=l 


D'oii  pour  valeur  minimum  de  la  force  necessaire  pour  prodi 
flexion 


—  Llmltes  dans  lesqnelles  la  formule  d'Eiiler 
able.Comparalsonaveclesr^sultatsd^ezpdrlence. 

Dua  avons  eu  roccasion  de  le  dire  diija  bien  des  fois,  les  for- 
iques  de  la  Hesistancc  des  maluriaux,  ne  sont  applical}Ies 
'elaalicile  n'esl  alteree  en  aucun  point  des  pieces  etudiees 
si  l'on  se  reporte  a  l'un  quelconque  des  cas  etudies  prece- 
ar  exemple  a  celui  d'une  piece  articulee  a  ses  deux  exlre- 
1),  on  voil  qu'il  peut  parfaitement  arriver  que  la  force  par 
arrd  necessaire  pourproduirc  les  pLenomenes  de  flexion 

F  _  «'.  E 


ure  a  la  limile  d'elaslicite  a  la  compression  (K'  par  exemple) 
era  meme  forcement  lorsque  le  rapport  —  sera  assez  faible 
dt  (dans  le  cas  de  pieces  a  double  arliculation) 


nditions,  par  suite  du  fail  seul  de  la  compression,  la  Umitc 
st  atteintc  ctmeme  depassee  avant  que  la  flcxion  ait  lieu, 
quent  les  calculs  des  paragraplies  precedents  ne  sont  plus 
jue,  comme  nous  venons  de  le  dire,  Tliypothese  geniiralc 
,  de  base  cesse  d'etre  realisee.  S'il  s'agit  de  pieccs  en  fer, 
1  E=19000  et  W=^n  kg.,  d'oii 

7  <  125 
3  de  fer,  en  prenanl  E=9500  et  R'=  24  kg.,  on  aiirait 


I  dn  ptragrtphea  103,  lOt  el  105,  la   rsdicsl  da  c«lte  injgatilj  defrait,  tn 
le,  ttte  ntpeetiiamat  multiplij  pu  lea  coefficieota  S,  /T  el  s  . 


Ges  chiffres  ne  doivent,  bien  entendu,  etre  consideres  que 
ipproximatifs  ('). 

Ce  n'est  evidemment  qu'au-dessus  de  cette  limlte  que  la 
3'Euler  peut  etre  confonne  a  la  realite  des  choses,  et  c'est  bi( 
3flfel,  ce  que  confirrae  rexperience.  En  particulier  dans  des  ess 
par  Hodgltinson  sur  des  colonnes  cylindriques  en  fontedofer, 
Lrouve  que  pour  ■y.  compris  de  25  a  120,  la  charge  de  rupture  e 
sentee  par  Texpression 

constoiita  X  — jj 


resultal  qui  cadre  assez  bien  avec  la  formule  d'Euler  puisque 
lonne 

F  =  ■  ' -,'     =;  coustftnte  X  -t-; 

Dea  experiences  recentes,  executees  dans  d'exceUentes  condi 
precision  sur  divers  echantillons  de  fers  et  d'acier3  par  M.  Gc 
Ingenieur  en  chef  des  Ponls  et  Chaussees,  ont  montre  que,  dai 
ie  pieces  articulees,  la  formule 

p_  7t'.E.I  ..  «'.E.Q 

^ — u-     "" 


(9" 


lonne  des  resultats  parfaitement  conformes  a  la  realite  quand 

3t  depasse  environ  140  tandis  qu'au-dessous  de  ce  chiffre  elle 
ie  plusenplus  des  nombres  observes,  enrestanlnolablementai 
le  ces  derniers.  II  a  ele  en  outre  constale  que  reffondremei 
piece  chargee  debout  se  produil  aussitdt  apres  rapparition  de 
uierc  fieclie  sensible  (')■ 

(1)  Duu  le  CM  d'uDe  piice  drculure  pleine  de  diBmiln  D,  la  rtjDn  da  ginlion  f 
r  ,  ce  qni  doDiie  euTiroD 

g<3Uponrlebr, 
-  <  15  poar  1%  (onte, 

(£)  DiTen  npinmmttlean,  of&nat  mr  des  coloniMi,  «ot  consteld,  40  caatnire, 
nre  D'a<>iit  iiea  que  pour  de*  cbarges  notableniftDt  sopjrieures  k  eeJlei  qoi  dilw 
iremi&re  fliche  sensifale ;  mais  cela  teneit  i  ce  que  le  bit  mtme  de  la  productioD  i 
tJfomiBtiDn  foisait  Tarier  la  position  du  point  d'epplicntion  de  1'offort  de  compressi 
incem  k  ce  que  i'arlieulalion  des  colanDes  <Slait  constitate  par  dea  broclies  de  fort  dit 
nnt  lien  h  nn  grand  &oltenient. 


b  etanl  deui  coefficienls  nnm^riques,  variables  d'un  c 
ind^pendants  de   la  fome  de    la  section   transvt 

le  ne  s'ecarte  pas  trop  de  celles  qui  sont  habituellemei 
formule  donne  des  resultats  suffisamment  exacts  A( 

d^passe  une  ^ingtaine  de  fois  le  plus  petit  cOte  de  la 

a  partir  d'environ  —  =  70. 

nnaissant  F  au  moyen  de  la  relation  precedente,  on  i 
ge  qu'on  peut  appliquer  avec  securite,  en  adoptan  t  pour 
certaine  fraction  de  F  plus  ou  moins  heureusemen 
inalogie  avec  ce  qui  a  ete  admis  pour  les  pieces  courlei 

11  1 

ra  etre  environ  7  pour  le  fer,  ^  pour  la  fonte  et  .-jt  pc 

robleme  relatif  au  calcul  des  pieces  chargees  debou 

resolu;  mais  dans  la  pratique  il  est  preferable,  < 

>ir  recours  au  mode  de  determination  que  nous  allons 


%  108.  —  Poteaux  en  bols  &  seotion  cariN 
terminds  par  des  bases  platei 

Ton  a  affaire  a  des  poteaux  carres  en  bois,  termines 
3S  perpendiculaires  a  leur  longueur,  les  experiences  d 
s  de  Hodgkinson,  confirmees  par  la  pratique  des  consti 
,  que  le  nombre  de  kilogrammes  par  millimetre  cari 

porter  avec  securite  a  la  maliere  est  donne  par  le  ta 

lequel  D  represente  le  dte  de  la  base. 


10 

20 

80 

40 

50 

. 

0»,62 

0,89 

0,27 

0,16 

0,09 

0 

0*,45 

0,8S 

0,88 

0,14 

0,08 

0, 

■  fiiatioQ  da  ces  cnefficieota  n'a,  bien  entendu,  riea  d*abMla  ;  elle 
lon  senlement  d'uc  constraclenr  k  un  ■ntre,  iiuii  eneore  laiTtnt  It  nali 
Fitge  projel*. 


§108 


—  288  — 


fe. 


^ 


L*: 
1 


Si,  par  exemple  on  a  un  poteau  en  chene  de  3",60  de  haut,  ayant 

L 
D  ""  120 


pour  section  un  carre   de   12  o/m .  de  c6te,   alors  tt  =  ^^  =  30,  de 


_L 

D 


ao 


30 


70 


40  60  eo 

sorte  qu'on  peut  lui  faire  porter   0  kg.  27  par  millimetre  carr^,  soit 
3  888  k^.  en  tout. 


liL 


ibres  du  tableau  precedent  Bont  rep 
1  la  figure  153 ;  il  sonl  egaus  enviroi 
onnent  la  rupture. 


::olonnes  pleines,  olrculaires,  < 
termlndes  pardes  bai 

ibreuxessais  executfSa  par  Ilodgkins 
ilaleurs  sur  la  rupture  des  colonnes 
tt  de  determinep  d'une  maniere  app 
!  carr^  qu'elles  sont  suscepLibles  de 
fixee  ainsi  qu'il  suit  quand  les  deux 
ires  a  la  longueur. 

i"  Colonnes  en  fonte  de  fer  (f 


5 

10 

20 

30 

40 

50 

60 
0,98 

12*,00 

7,44 

4,64 

2,77 

1.83 

1,28 

ultats  sont  convenablement  represe 
nule  empirique  suivanle 


1  +  0,00015  - 


l+< 


[)ieces  parfaitement  saineset  sans  so 
rorce  de  compression  atteint  enviroi 
.8  valeur  s'abaisse  souvent  a  cause  ■ 
ibjetsfondus;c'esten  particulierce  q 
land  ie  noyau  s'est  legeremenl  depli 


2°  Colonnes  en  fer  (fig. 

1 

5 
6*,00 

10 
4,80 

20 
3,70 

30 
3,02 

40 
2,53 

SO 
2,14 

60 

lUt 

1,80 

1 
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Ces  nombres  concordeut  assez  bien  depuis  ^  =  30    avec  ceux  qu'on 
deduit  de  la  relation  empirique 


F 
Q 


8,84 


8.84 


1+0,00002 


Q.  L» 


1  +  0,00032^ 


7.44 


•=:  10 


r 


Quant  a  la  rupture,  elle  se  produit  sous  une  charge  egal 
Nous  avona  represente  par  le  trace  graphique  de  la 

resultats  qui  precedent;  on  y  voit  qu'au-de3sous  de  -jt  = 

fonte  peut  supporler  une  charge  plus  forte  que  le  fer,  t 
verse  a  lieu  au-dela  de  ce  point.  Cela  lient  a  ce  que,  : 
pieces  courtes,  la  premiere  resisle  mieux  a  la  compression 
mais  en  revanche  elle  est  beaucoup  plus  flexible  puisque 
d'elasticite  a  une  valeur  moitie  moindre ;  on  concoit  d 
qu'a  partir  d'une  certaine  hauteur  les  colonnes  en  fer  d 
avantageuses. 


S  110.  —  Golonnes  de  seotion  non  circnli 
Golonnes  creuses. 


La  fomule  theorique  ($  101) 
aussi  bien  que  la  relation  empirique  (§  107) 


IT^ 


la  flexion  ne  depend,  pour  une  matiere  donnee,  que  du 

donc  on  a  une  colonne  non  circulaire  ayant  une  hauteur  L 
et  un  moment  d'inertie  minimum  I,  on  calculera  le  diam< 
la  colonne  ronde  ayant  meme  rayon  de  gira  tion  r,  c'est-a-dii 


4  -'     \  a 


et  il  ne  restera   plus  qu'a   mesurer    sup  les  figures  i 
cbarge  par  millimelre  carre  qu'on  peut  appliquer  avec 
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colonne  circulaire  caracl^risee  par  le  rapporl  -^  ;  celte  chs 

au  moins  d'une  fa^on  approchee,  celle  qui  convient  a  la 
deree,  de  aorte  que  celte  demiere  pourra  etre  soumise  a 
compression  R".  Q. 

Si,  en  particuiier,  il  8'agit  d'une  colonne  creuse  ayant  poi 
D'  et  D",  nous  aurons  pour  le  diametre  fietif  cherche 


D  =  <JD''  +  D". 

On  remarquera  que  D  est  plus  grand  que  le  diametre  ex 
la  colonne  supposee  pleine;  cela  tient,  comme  on  le  sait 
surface  egale,  le  noyau  central  long  el  mince  resiste  bea 
bien  a  la  flexion  que  la  partie  exterieure. 

11  imporLe  de  ne  pas  oublier  que  le  moment  d'inertie  1  i 
par  rapporl  a  Taxe  a  a'  auquel  correspond  li 
valeur  de  celte  quanLile,  puisque  la  flexion  lend 
produire  dans  le  sens  ouelle  est  la  plus  facile; 
motif  que  les  fers  a  T  ou  a  double  T,  excellenls 
roffice  de  poulres  ordinaires,  ne  conviennent  q 
ment  comme  supports  verticaux  a  moins  que 
!«'  trcventeraent  convenablement  dispose,  on  ne 
Fig.  155      (jg  gg  courber  dans  le  seiis  de  la  plus  facile  fle: 


%i\\.  —  Colonnes  & extrdmltds  arrondlt 
Golonnes  renfl^es. 


Les  cliiffres  praLiques  indiques  precedemment  se  rappt 
dans  lequel  les  colonnes  ou  supports,  de  section  consla 
bases  planes,  perpendiculaires  a  leur  longueur,  et  sont  coi 
une  force  exactcment  dirigee  suivant  leur  axe. 

Si  les  deux  exLremites  sont  arrondies,  les  nombres  pr 
vent  etre  multiplies  par  0,33  environ  quand  les  colonnes  < 
grande  longueur.  Si  Tune  des  bases  seulement  est  arn 
etanl  pleinc  et  perppndiculaire  a  Taxe,  le  coefficient  dt 
adopter  est  0,66  au  lieu  de  0,33. 


Enfin  le  leger  renflement  qu'on  donne  quelqnefois   aux  col 

1 
dans  leur  partie  milieu  augmenle  leur  resislance  d'a  peu  pres  = 


§  112.  —  R^slstanoe  au  flambement  des  pldces  en  U 
on  en  aoler  faisant  partie  d'ouvrages  m^taUlt; 


Les  grands  ouvrages  metalliques  actuellement  si  repandus 
que  les  ponts  en  fep  ou  en  acier,  renferment  de  nombreuses 
qui  travaillent  a  la  compression  el  il  y  a  un  interet  considerable  ; 
surer,  avanl  rexecution,  qu'elles  ne  sonl  pas  exposees  a  la  flexii 
comme  on  dit,  au  flambement.  Ces  pieces,  faisant  parlie  di 
semble  de  la  conslruclion  avec  laquelle  elles  sont  rivees,  se  tn 
evidemment  dans  des  condltions  notablemenl  difTerentes  de 
des  colonnes  a  bases  plates  ou  arrondies  de  Hodgliinson, 
nouvelles  experiences  elaient  evidemmenl  necessaires  a  leur 
Celles  qui  onl  ete  entreprises  par  divers  experimenlaleurs  sont 
des  raisons  du  meme  genre  que  celles  quc  nous  avons  deja  ind 
(§  106  et  107),  bien  loin  d'elre  concordanles  entre  elles.  Dai 
derniers  lemps  quelques  essais  peu  nombreux,  mais  interessi 
precis,  ont  ete  fails  par  M,  Considere  (§  106);  ils  ont  porte  si 
barres  rectangulaires,  des  cornieres,  des  fers  a  T  et  divers  fers  p 
et  ont  ele  executes  avec  des  dispositions  de  couteaux  lelles 
pouvait  compter  sur  une  articulation  parfaite  a  la  partie  basse 
partie  liaule  en  meme  temps  que  sur  un  centrage  tres  exacl  de 
de  compression.  Dans  ces  conditions,  M.  Considerc  a  ete  amene 
clure  que  la  loi  qui  lie  Teffort  de  rupture  F  avec  te  rapport  -  pei 
approximativemen  t  representee  parles  courbes  AA",  BB'  de  la  figure 
dans  laquelle  les  abscisses  representenl  lo  rapport  -  {ou  4  t^  dans 
d'une  section  circulaire  pleine).  Dans  la  pralique,  l'effort  de  eoi 
sion  n'elant  jamais  exactement  dirige  suivaiit  l'axe  de  la  piece  S' 
suite  de  dispositions  vicieuses  ou  d'imperfections  de  la  conslri 
soil  en  raison  de  Teffort  lateral  exei-ce  par  le  vciit,  il  y  a  evidei 
lieu  de  tenir  comple  de  cet  effet  ot  de  baisser  un  peu  les  courbi 
cedenles,  en  A, A,'  et  B,  B,'  par  exemple,  corame  le  propose  M.  Con 
II  est  vrai  que,  d'autre  part,  les  assemblages  des  conslruclions 
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constituent  un  mode  de  reunion  bien  superieur,  en  general,  a  celui  des 
articulations ,    mais   sur  refficacite    duquel   on  ne   saurait   toujours 
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Fig.  i56 


compter  et  dont  nous  laisserons  de  c6te  le  benefice  dans  cette  etude 
sommaire  (*). 

(1)  Dans  le  cas  d^encastrements  parfaits,  les  charges  de  nipture  ci-dessus  pourraioDt  Atre  mul- 
tipli^s  par  4,  comme  dans  T^tude  th^orique  du  paragraphe  103. 


Ceci  pose,  il  convient  de  remarquer  que,  dans  ies  ouvrages  m 
jues  lels  qu'on  lesexecutemaintenanl.lerapport  -  (ou  4=  J  estpr 
to^jours  compris  entre  40  et  90:  dans  ces  conditions  les  charge 
nillimetre  carre  qui  detenninent  la  flexion,  c'est-a-dire  la  ruplure 
lomprises : 

de  21  kil.  &  18  kil.  ponr  le  fer  (courbe  A,  A',) 
de  30  kiL  i  16  kil.  ponr  l'flder (conrbe  B,  B',) 

Or  ces  charges  sont  bien  superieures  a  celles  qu'on  admet  da 
sralique  pour  la  compresaion  simple  el  par  consequent,  avec  les 
sortions  ci-desaus,  le  flambement  n'est  pas  a  craindre  et  il  n'y 
ieu  de  s'en  preoccuper.  Par  surcroit  de  precaution  M.  Considere 
seille  cependant  de  se  lenir  (pour  les  pieces  articulees)  au-desso 
-  =  60  pour  le  fer  et  de  -  =  40  pour  Tacier  de  facon  que  la  flexi 
joit  jamais  possiblem^me  dansie  casd'efforts  absolument  accidenl 
ixageres  que  les  pieces  failes  avec  ces  metaux  pourraient  avoir  i 
porter.  Ces  chiffres  ne  sont  evidemment  qu'approximatifs ;  mais,  nr 
es  discussions  auxquelles  leur  fixation  peut  donner  lieu,  il  n'en  s\l 
pas  moins  ce  fait  capilal  que,  pour  des  valeurs  de  -  egales  oi 
nferieures  a  celles  qu'on  rencontre  generalement  dans  les  ouv 
)ien  etudies  et  bien  executes,  le  flambement  des  diverses  pieces 
iiderees  isolement  n'est  pas  a  craindre,  et  la  charge  par millimetre 
leul  etre  fixee  conmae  s'il  ne  s'agi8sait  que  de  compression  simpli 


Pidce  ohargde  debout  par  une  force  excenl 
Galciil  de  la  fl6che. 


Soit  AB  une  piece  droile,  de  section  constante,  encaslree  en  A  e 
icilee  a  son  extremite  libre  B  parune  force  Pparallele  a  sadirecti 
igissant  a  1'exlremite  du  brasde  levier  BC=b  (<).  II  est  bien  claii 
lans  ces  condilions,  la  piece  va  se  courber  en  prenant  une  fleche 
wrle  a  A  -1-  /■  la  valeur  du  bras  de  levier  de  la  force  flechissan 
)ccasionne  par  suite  un  surcroit  de  fatigue ;  nous  nous  trouvons 

(I)  NoD»  rappoMU  sn  outre,  eoiume  duu  tout  ce  qoi  ra  iuiTre,  que  1*  foree  P  Mt  ci 
Itiu  OD  plu  de  «Tnitrie  de  la  pifece,  de  telie  h^n  qne  1>  fleiiou  h  produiM  duu  ee  pU 
oit  pu  obtique  on  lUvide  (§  87).  * 


cas  oii  it  faut,  avant  tout,  calculer  les  deformations 

lire  ici  la  grandeur  de  f. 

Si  Ton  considere  ur 
Iransversale  quelconqui 
pour  equation  d'equilib: 


d'ou  pour  integrale,  1 
stant, 


Flg,  151 


m'  etant  egal  a  y~\  ■ 

delerminer  les  conslantes  C  et  C',  remarquons  que 

ponr  x  =  o,y  =  o',  d'oit  C  =  —  {6  +  /  ) 
ponr  «  =  o,  -^  —  o  ;  d'oil  0  =  0 


lation  de  la  flbre  moyenne  deformee  est  donc 
//  =  (fi  +  /)  (1  —  oos  mx) 


'aleur  cherchee  de /"sededuit  iramediatement  de  la, 
3ur  a;  =  L,  y  =  /",  ce  qui  donne 


/=  (4 +/)(!- 008  mL) 
V.C08  mh  ' 


loit  que,  pour  b  —  o,  cette  formule  donne  /"  =  o;  il 
t  en  elre  ainsi  puisque  nous  supposons  toujours  qi 
is  sont  faibles  et  par  suile  que  la  force  P  a  une  valei 
qui  est  necessaire  pour  faire  flechir  la  piece  chargee 
on  axe. 
nt  a  Tequation  de  la  fibre  moyenne  deformee,  elle  es 


r 


gll4. 


-  Autre  expresslon  de  la  fldohe  d*iine  pi6oe  c 
debout  par  une  force  exoentrde. 


Dans  ce  qui  va  suivre  nous  emploierons,  pour  lavaleur  de  la 
une  expression  diffei-ente  de  la  precedente  el  plus  commode  po 
dre  les  divers  problemes  relalifa  aux  pieces  chargees  debout:  ] 
appliquons  au  poinl  B,  ce  qui  est  toujours  permis  (%  3),  dei 


-^. 


\  Fig.  iE3 

egales  et  paralleles  a  P  maisdirigees  en  sens  contrairerune  d 
la  poulre  AB  se  trouvo  alorssoumise  aune  forcedo  compressio 
dirigee  suivanl  son  axe  ela  un  couple  P.b,  etil  esl  clair  que  1' 
duil  par  ce  dernier  n'est  influence  que  d'une  maniere  insen 
rexistence  ou  la  suppression  de  reffort  de  compression  P,  qui 
gent  ni  aa  valeur,  ni  son  mode  d'action.  Commenpons  donc 
meitre  la  piece  a  la  seule  aclion  du  momenl  flechissant  P.  b,  c 
fait  prendre  ime  fleche  <p  donnee  par  la  relation  (%  7i) 

_  P.  b.  L' 
'  ~   2  E.  I 


puis  appliquons  au  systeme  ainsi  deforme  AB'  la  force  P.  Les 
tions  etant,  comme  toiyours,  supposees  tres  faibles,  nous  avor 
affaire  a  une  piece  droiie  ou  sensiblement  droite,  et  nous  nous 
par  consequent  dans  le  cas  etudie  tout  a  Theure  d'une  force 
pression  agissant  a  rextremite  d'un  bras  de  levier  BB'  dgali 


va  donc  prendre  une  fleche  mppUmmtaire  ip'  dont  I 

p 
3),  en  posant  m'=p-|* 

^     ^  Vcoa  mL  / 

!  que  la  fleche  totale  que  nous  avons  designee  precet 
t  ^gale  a 

est  la  nouvelle  expression  dont  nous  ferons  usage;  il  i 
ier  analyliquenient  qu'elle  differe  peu  de  Tautre:  noi 
m  effet  (§  H3)  qu'on  a 


^='{^-') 


cosmL 


{1  —  coa  mL) 


en  developpant  cos  m  L  en  serie  par  la  fonnule  connue 

/=„A_f^_^+  ...1 


fleche  ip,  c'esl-a-dire  ywI  °^  2'  "*''^''  ^^'  supposee  n'avo 
ile  valeur;  on  peut  donc,  sans  erreur  sensible,  ne  conse 
er  terme  de  la  parenthese  ci-dessus  et  prendre 

_      b       m'.L'  ^        6.P.L* 
*       cogmL'      2  cosn)L.2.  E.I 

lire 

coa  mL 
nous  ravons  annonce. 


r 


1 115.  —  Caloul  de  la  r6slstance  d*uiie  pl6ce  charg^ 
par  ime  force  excentrde. 


Maintenanl  que  nous  connaissonsladeformalionqu'eprouv 
AB,  de  section  constante,  sollicitee  par  une  force  excenlree  I 


plus  simple  que  ( 
Ton  pose  en  effet 


Fig.  159 

!  calculer  la  charge  a  laquelle  elle  esl  s 


on  voit  qu'une  sectlon  transversale  nn'  a  a  supporter: 
i"  un  moment  flechissant  P.  16  +  -  J'    .    — A 

i°  une  force  de  compression  proprement  dite  P. 

Le  moment  flecliissant  donne  lieu,  dans  Tetenduede  nn\  a 
gements  et  ades  raccourcissements vaiiables,  tandis  que  laft 
duit  sur  toutes  les  fibres  une  compression  uniforme  dirigi 
meme  sens  que  celle  qui  resultede  laflexion;  cesdivers  effets 
algebriquementenlre  eux  et  on  voit  que  les  efforlsde  compn 
passent  ici  en  general  ceux  de  traclion.  Dansla  section  nn\ 
qui  travaillent  le  plus  a  la  corapression  sont  celles  qui  sonl  si 
et  la  cliarge  par  miUimetre  carre  qu'elles  supportent  esl  e' 
egale  a  )a  somme  des  cliarges  parlielles  dues  au  moment  flc' 
a  la  force  P,  c'est-a-dtre  (§  44)  a 


="■  » +; 
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v'  etant  la  dislance  du  point  n'  a  Taxe  transversal  aa'  qui  p 
centre  de  graviteG. 

La  fonne  de  la  Sbre  moyenne  deformee  etanl  connue  (§ 
expression  peut  se  calculer  pourune  section  quelconque  nn' 
le  cas  actuel  il  suffit  de  remarquer  que,  celle  section  elant 
m^me,  la  somme  ci-dessus  est  maximum  a  1'encastrement 
qu'en  definitif  les  fibres  quifatiguent  le  plus  a  la  compressioi 
la  piece  supportent  une  cliarge  par  millimetre  carre  It'  egaie 


\       '    cosmL/      1    '    U 


On  verrait  de  meme  que  la  charge  R  des  fibres  les  plus  fa 
traclion  est 


z)i- 


Nous  sommes  ainsi  en  mesure  de  voirsi  lescharges  maxii 
des  points  les  ptus  fatigues  ne  depassent  pas  les  valeurs  a( 
la  pratique  pour  la  traction  et  la  compression  et  par  suite  '. 
propose  se  Irouve  resolu, 

Si,  avec  les  formes  adoptees,  o'  est  egal  a  t»  ou  n'en  differ 
coup  et  si,  pour  la  matiere  consideree  (aulre  que  de  la  font( 
quent),  on  peut  prendre  la  meme  charge  de  securite  a  la  c 
aussi  bien  qu'a  la  Iraction,  il  suMt  le  plus  souvent  de  vei 
charge  en  question  est  egale  ou  superieure  a  la  somme 


R'  =  P.(  b-] L-j.Y^'+I 

\      '    cos  mh/    I    '   C 


mais  on  concoil  facilement qu'il  puisse  en  elre  autrementda: 
cas,  meme  quand  on  n'a  pas  affaire  ade  la  fonle;  c'est  en  pi 
qui  peul  se  presenter  avec  une  section  analogue  a  celle  qui  f 
en  KK'  sur  la  figure  159  et  pour  laquelle  il  convient  de  calct 
Tautre  des  charges  R  et  R'. 


r 


§H6.  - 


■  P16oe  soumlse  &  ime  force  de  compressloi 
et  exceDtr^e. 


SoU  F  la  force  oblique  de  compression  qui  agit  a  rextremi 
de  levier  BC  avec  Icquel  nous  supposons  qu'elle  fasse  un  ar 
Appliquons  en  B,  ce  qui  esl  permis  (§  3),  deux  forces  egales  e 


a  F  mais  dirigees  en  sens  conlraire  Tune  de  Tautre  BD,  BH, 
posons  la  demiere  BII  en  deux  autres  P  el  P',  l'une  parall 
perpendiculaire  a  la  direclion  AB;  la  piece  consideree  se  ti 
soumise : 

1'  a  un  couple  de  flexion  dont  la  valeur  est  P.  b,  comme  ( 
nait  facilement, 

2°  a  ime  force  de  flexion  P'  agissant  a  rexlremite  dubras 

3°  a  un  effort  de  compression  P  qui  est  dirige  suivanl 
piece  et  qui,  par  suite  de  la  deformation,  agit  egalement  cc 
de  flexion. 

Les  effels  produits  par  le  couple  P.  b  et  par  la  composanle 
evidemment  etre  regardes  comme  iridependants  l'un  deTaul 
de  la  force  P,  nous  suivrons  une  marclie  absolument  sembl 
qui  a  ete  employee  dans  le  paragraphe  precedent  et  nous 
rons  par  soumetlre  la  piece  AB  a  raclion  seule  du  couple  P 
force  P';  dans  ces  conditions  il  se  produit  unefleche?egale 


P.6.L' 


P'.  L» 


■••^ 


§116  -262-^ 

U  ne  nous  reste  plus  maintenant  qu'a  appliquer  a  Tensemble  ci-des- 
sus  reflfort  de  compression  P,  et  la  fleche  iotale  f  resultant  de  raction 
simultanee  de  toutes  ces  forces  est,  comme  nous  le  savons  (§  114) 


/=  ' 


cos  mL 


La  solution  du  problemene  presente  plus  alors  de  difficultes:  nous 
voyons  en  eflfet  que  la  piece  doit  resister : 
1**  a  reflfort  de  flexion  P*  dont  le  bras  de  levier  est  L, 
2**  au  couple  P.  6, 
3**  a  reflfort  de  flexion  P  dont  le  bras  de  levier  dil  a  la  deformation 

est  — '- — » 
cos  mL 

4**  a  reflfort  de  compression  proprement  dit  P. 

La  section  de  la  piece  etant  constante  sur  toute  sa  hauteur,  c'est, 
comme  precedemment,  a  Tencastrement  A  que  se  produit  la  fatigue 
maximum.  Dans  cette  section  la  charge  par  millimetre  carre  a  la  com- 
pression  est 

R'=  F.  L.7+P.6.  7+P,  — ^-   T+n 

I   '  I  '         cos  mu      I    *    u 

ou  bien 

R'  =  [F.L  +  P(;*+^)].|'  +  g 

Les  flbres  qui  travaillent  le  plus  a  la  traction  supportent  une  charge 

B=[P..L  +  P(,+   J;^)].£-? 


On  ne  doit  pas  d*ailleurs  perdre  de  vue  que  chacune  des  sections 
transversales  de  la  piece  est  egalement  soumise  a  un  efifort  de  cisaille- 
ment  P*  dont  Teflfet  est  negligeable  si  la  poutre  est  a  ame  pleine,  mais 
dont  il  peut  etre  necessaire  de  tenir  compte  si  celle-ci  est  fortement 
evidee ;  nous  avons  donne  au  paragraphe  50  les  regles  pratiques  qu*il 
convient  de  suivre  a  ce  sujet. 


§  117.  —  Antre  disposltif  dn  oas  prdodden 


II  peul  arriver  que  la  force  oblique  P  fasse  un  angle  aigu 
de  levier  BG;  supposons  qu'il  en  soit  ainsi  et  consideronsd'; 
oii  la  direction  prolongee  de  F  ne  rencontre  pas  la  piece  A 
rant  exactement  comme  dans  le  cas  precedent,  c'est-a-dire  en 


ff     tii  p    ( 


M  V/-:'/m//M  W////M/Mv.  ^ 


Fig.161 

en  B  deux  forces  de  sens  contraire  egales  et  paralleles  a  P  i 
placant  Tune  d'eUes  BH  par  les  deux  composantes  P  el  P',  m 
que  la  piece  peut  etre  consideree  comme  soumise : 

1°  au  couple  P,  b, 

2°  a  la  force  flechissante  P'  qui,  dans  le  cas  actuel  agit  «n  e 
du  couple  P.6, 

3*  a  la  force  de  compression  P  dont  nous  avons-^soin  dt 
ie  bras  de  levier. 

Si  la  piece  n'elait  soumise  qu'au  couple  P.  6  et  a  la  comi 
elle  prendrait  une  fleche  egale  a 


P.  h.  IP      F.  L' 
""  2E.  I        8"En 


le  signe  —  etant  dO  a  ce  fait  que  les  deus  effets  se  retranchi 
Tautre  au  lieu  de  s'ajouter  comme  tout  a  Theure. 
Comme  nous  le  savons,  la  force  de  compression  V  donne  1 


fleche  supplemenlaire  qui,  en  s'ajoutant  a  la  precedente,  i 
fleche  totale  qui  est  egale  a  (§  il4) 

•^  ~  coa  ffiL 

et  que  nous  savons  par  consequent  calculer. 

Pour  une  section  transversale  quelconque  nn',  les  charges 
pression  et  a  la  traction  des  fibres  les  plus  faliguees  sont  al( 

E'=[-P'.L  +  p(i+^-;^-y)].    |'  +  | 
R=[-r.L  +  p(»+^-;^-y)].J-? 


Ce  sonl  les  memes  formules  que  dans  le  cas  f 
gement  de  -)-  P'  en  —  P' ;  seulement  le  maximum  de  faligi 
lieu  en  general  dans  la  seclion  d'encastremenl  A ;  cela  tien 
les  moments  flechissanls  P.  6  et  P'.(L  — a;),  au  lieu  de  s'ajoi 
Iranchent  ici  Tun  de  Tautre  pour  di 
chaque  seclion  transversale  «n',  un 
tetle  que  hh'.  II  est  donc  necessaii 
la  loi  des  varialions  qu'eprouvent 
les  valeurs  de  R  et  de  It',  et  pour 
connaitre  y,  c'est-a-dire  la  forme 
moyenne  defonnee.  On  yarriverail 
en  effectuant  une  integration  du 
celle  du  paragraphe  H3,  quoique 
compliquee  (') ;  mais,  praliquemen 
pas  necessaire  dans  le  cas  ac 
avons  suppose  en  effet  que  la  direction  prolongee  de  F  nere 
la  piece  AB,  ct  par  suite  le  moment  de  cette  force  n'estnuli 
des  seclions  transversales  comprises  de  B  en  A.  Dans  ces  ci 
courbe  AB'  a  sa  concavite  tournee  lout  entiere  du  meme  ciJ 
la  pralique,  on  peut,  pource  qui  noua  occupe,  la  remplacer 
de  cercle  tangenl  en  A  a  la  droile  AB  et  passanl  en  B';  1' 
est  ainsi  connue  d'une  facon  suffisammenl  exacle  en  chaqm 
question  proposee  se  Irouve  resolue. 
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(1)  Voir  ts  RHUIance  de»  maUriaux,  de  BrMw,  3>  Mition,  p.  38i. 
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in  suppose  au  conlraire  que  la  direclii 

la  piece  AB,  le  probleme 
it  plus  complexe  parce  que 
i  se  courbe  evidemment  en 
ens  differenls;ilyainflexion 
nt  d'intersec[ion  delennine 

comme  on  le  voil  sur  la 
163,  puisque  le  moment  fle- 
nt  y  estnul.  On  trailera  alors 
itioncomme  nous  allons  Tin- 

pour  le  cas  general  des 
chargees  debout  (§  118). 


—  Pldce  comprimde  &  ses  exti 

des  forces  normales  aliu 

sitnds  dans  on  plan 

posons  maintenant  que  nous  ayons  affa 
36  a  ses  extremites  a  des  efforts  longiti 


*  Al — 


icitee  en  divers  points  de  sa  longueur 
mples  quelconques,  P  el  N.  II  s'agit  de 


e  section  transversale  nn',  la  faligue  de  lapiece,  entenantcompte, 
jnlendu,  de  la  fleche  qu'elle  prend  sous  rinfluence  combinee  des 
3S,  des  forces  normales  el  des  efforls  de  compression. 
r  resoudre  ce  problerae,  on  peut  evidemraent  ^crire,  pom'  ia  sec- 
n',  Tequation  habituelle  d'equilibre  relative  a  la  poutre  deformee 

.  I.^  =  Moment  fl^chissutt  dflscoapleBetdea  forcea normales — F.y 


le  —  provenant  ici  de  ce  que  y  est  negatif. 

in  peut  integrer  deuz  fois  Tequation  ci-dessous,  on  obtiendra  la 


>nnera  la  forme  de  1a  fibre  raoyenne  deforraee,  et  il  sera  ensuile 
de  calculer  en  chaque  poinl  les  moments  flechissants,  c'est-a-dire 
ioudre  le  probleme  propose.  Gomme  exempleremarquabledecetle 
:re  d'opeper,  nous  cilerons  les  calculs  fails  pour  un  ponton-malure 
eur  de  50  tonneaux  en  service  depuis  une  vingtaine  d'annees  au 
le  Lorient,  ainsi  que  la  discussion  interessante  a  laquelie  ils  don- 
ieu  (').  II  ne  faut  pas  se  dissimuler  toutefois  que  la  double  inte- 
n  dont  nous  venons  de  parler  est  souvent  impossible,  surlout 
le  cas  de  forces  isolees,  el  il  convient  alors  d'avoir  recours,  faute 
eux,  au  ppocede  suivanl  qui  est  d'ailleurs  d'une  applicationfacile. 
forces  de  compression  F  etant  provisoirement  laissees  de  c6te, 
ninons  soit  par  le  calcul,  soit  par  un  trace  graphique  la  forme 
(fig.  165)  que  prend  dans  ces  conditions  la  fibre  moyenne  et  rele- 
a  vateur  ?  de  la  fleche  dD|  ainsi  produite  par  les  forces  normales 
couples;  cela  ne  presente  pas  de  difficultes  apres  ce  qui  a  etedit 
ragraphe  S8.  Quand  on  viendra  ensuite  a  appliquer  les  forces  de 
■ession  F,  la  courbure  de  la  piece  augmentera  et,  par  analogie 
:e  qui  a  ete  vu  dans  les  paragraphesprecedents,  on  peutadmettre 


,  non  pas  exactemenl  mais  d'une  raaniere  approximative,  la  courbe 
Live  ADB;  on  pourra  par  esemple  augmenler  dans  le  rapport  de 
\ 

~  toutes  les  ordonnees  de  AD.B,  ou  bien  user  plus  ou  moins 

is  mL  ' 


ncnl  de  tel  ou  tel  auti 
i  realite  des  choses.  C 
ies  momeiils  flechissa 
ya  indique  a  plusieun 
leme  que  nous  venoii 


!e  obhque  a  rhorizon  ( 
et  qui  est  soumise,  a 
■econnait  en  effet  facii 
poids  uniformement  i 
e  et  peuvent,  sans  in< 
ive  donc  ainsi  simplei 
esoudre, 

linanl  ce  qui  concerne 
j  soit  la  marche  suivie 
lcuier  o  prioTi  les  diin 
le  verifier  si  celles  qu' 
llcieuse  ne  conduisent 
pius  fatigues;  on  se  i 
>roblemes  de  ia  Resist 
gue  de  latonnements, 
atique  el  i'experience 


Gas  oii  la  seotlon 

)  que  nous  venonsde  < 
de  compression  et  de 

iter  i'integralion  de  i'e 

sideree  (et  par  suite  1] 
dition  n'est  pas  remp 
ment,  au  calcuide  Ia< 
ine  certaine  valeurnic 


utAl  un  peu  trop  faible  que  trop  forte;  une  erreur  d'apprecia- 
lise  dans  ce  sens  aura  en  efTet  simplement  pour  resultat  de 
tre  la  piece  un  peu  plus  chargee  qu'elle  ne  Test  en  realite  et 
■e  a  un  leger  exces  de  solidite,  ce  qui  n'a  en  general  aucun 
nt.  Le  calcul  des  moments  flechissants  et  celui  de  la  charge 
s^elfectuera ensuite,  enoperant  alors  surlesdimensionBreelles 
emiere.  Cette  maniere  d'agir,  bien  que  tres  critiquable  au 
ue  theorique,  est  cependant  susceptible  de  donner  dans  la 
es  reaullats  suffisanls. 


vtA 


Byn 


ion 


-'■■• 
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2®  a  un  moment  flechissant  P*.  (L  —  a?), 

3**  a  un  moment  flechissant  T.  (6  +  /"  —  y) 
f  eiQiii  la  fleche,  positive  ounegative  mais  supposee  toujourstresfaible, 
de  Fextremite  B. 

II  est  facile  de  voir  que,  dans  le  cas  actuei,  le  moment  de  flexion 
T  {f  —  y)  peut  toujours  etre  neglige  en  presence  des  autres  efforts  que 
supporte  la  poutre  consideree:  en  effet,  si  le  bras  de  levier  b  a  une 
grande  valeur,  la  variation  /  — y  qu'il  eprouve  est  negligeable;  si  b  est 
faible,  alors,  de  deux  choses  Tune,  ou  T  Test  aussi  et  alors  le  produit 
T  {/  —  y)  de  deux  quantites,  Tune  et  Tautre  petites,  peut  etre  laisse  de 
c6i6,  ou  bien  la  force  T  est  considerable  et,  contrairement  a  ce  qui  se 
produit  pour  la  compression,  elle  a  pour  effet  de  reduire  la  fleche  en 
redressant  la  piece;  on  voit  donc  qu*on  peut,  dans  le  cas  d*une  piece 
soumise  a  la  traction  et  a  la  flexion,  ne  pas  tenir  compte  de  la  defor- 
mation  qu'elle  subit. 

Ceci  pose,  remarquons  que,  suivant  qu*on  a  affaire  au  dispositif  n®  1 
ou  n®  2,  le  moment  P'.  (L  —  x)  agit  en  sens  contraire  du  moment  T.  fe, 
ou  dans  lememe  sens;  Tunet  Tautre  arrangement  peuvent  evidemment 
etre  compris  dans  les  memes  formules  a  condition  de  regarder  P' 
comme  negatif,  par  exemple,  dans  le  premier  cas,  et  comme  positif 
dans  le  second.  On  peut  donc,  d*une  maniere  generale,  dire  que  la 
fibre  n,  qui  est  la  plus  chargee  a  la  traction,  supporte  Teffort  suivant 
par  millimetre  carre 


^=5+  [T.6  +  F.(L-a;)]| 


tandis  que  la  fibre  n'  doit  resister  a  un  effort  de  compression  (positif  ou 
negatif)  donne  par  la  relatioh 

Generalement  il  n*y  a  pas  lieu  de  se  preoccuper  de  ce  dernier,  la  secu- 
rite  de  la  piece  etant  presque  toujours  assuree  quand  la  somme  R  ne 
depasse  pas  le  chiffre  pratique  admis  pour  la  traction. 

Si  Ton  appelle  M  le  moment  flechissant  qui  s'exerce  sur  la  section 
transversale  consideree ;  les  formules  ci-dessus  prennent  la  forme  sui- 
vante  qui  est  frequemment  employee 

T>  —  M.  t^  ,   T 
p,  «M.t»'       T 


Remarquons  enfln  que  cbaque  secUon  Iransversale 
uti  efforl  de  cisaiUetnent  P'  auquel  esl  entieremenl  i 
pratique  rappelee  a  la  fin  du  paragraphe  H6, 

2°  Position  de  la  fibre  neutre  ou  invariable.  —  La  1 
d'autres  termes,  le  lieu  des  points  oii  il  ne  se  produ 
ni  raccourcissemenl  ne  coincide  plus,  comme  dans 
sollicitee  par  des  eouples  et  des  forces  normales,  avec 
moyennes,  c'est-a-dire  avec  celle  qui  passe  par  les  cer 
diverses  sections  transversales.  Pour  trouver  sa  pos 
qu'en  vertu  du  moment  flechissant  P'  {L  —  x)-¥-  1b, 
une  section  transversale  quelconque  «n'  des  allongem 
cissements  variables  qui  sont  mesur^s  par  les  ordoni 
droiteKK'etdontla  valeur,  pourunefibresitueeaunei 


de  gravite  G  de  la  secllon,  esl  egale  a  -  {§  43)  ou, 
meme  a 

Moment  flichissaui  X  tr-v 


[p.(L-«)  +  T.i].  j£j 


Quant  a  la  traction  T,  elle  donne  lieu  a  un  allo: 

T 

bc  =  =-^  •  de  sorle  qu'eQ  menant  par  le  point  c  la 

a  KK',  on  a  en  H  le  point  cherche  de  lafibre  neutre, 
section  consideree  n»'.  Si  Ton  appelle  d  la  distance 
contrebas  du  centre  de  gravite,  on  a,  d'apres  ce  qui ' 


HH'  =  Homent  fl^chisB&nt  X 


sn 


=  [f.  (L  - 


*)- 


[f.(L -.)  +  !.»].     ^: 


ETS 


d  = 


[P".  (L  — <r)  +  T.  ft].  Q  ~  Seoment  fltehUumt  X  Q 


qui  donne  d. 

lcul  absolument  semblable  est  applicable  aucas  des  piecescom- 
,  seulement  la  fibre  neutre  passe  evidemment  alors  de  Tautre 
centre  de  gravite  G. 

marquera  que,  suivant  la  valeur  des  forces  en  jeu,  le  point 
H  peut  occuper  une  position  quelconque  sur  la  section  nn'  et 
e  trouver  situe  en  dehors  de  la  piece. 


-  Pldoe  sollicitde  par  im  nomlire  quelconque  de  foroes 

de  traction  et  de  flexlon  sltn^es  dans  un  plan 

de  symdtrie. 


insiderations  qui  viennent  d'etre  developpees  (§  120)  sont  ^vi- 
it  applicables  au  cas  d'une  piece  sollicitee  par  un  nombre  quel- 
le  forces  situ^es  dans  un  plan  de  symetrie  et  donnantlieu  a  des 
phenomenes  de  traction  etdeflexion: 
si  Ton  appelleMlemomentflecMssant 
qui  sollicite  une  section  transversale 
quelconque,  el  T  reffort  de  traction 
(applique  en  un  point  de  la  fibre  - 
moyenne),  les  charges  par  millimetre 


,/;    *\m 


carre  des  iibres  les  plus  chargees  a 
3n  el  a  la  compression  dans  cette  section  nn'  sont 


Ire  il  existe,  en  general,  un  effort  tranchanl  donlU  y  a  lieu  dc 
upte,  le  cas  echeant,  pour  les  poutres  a  ame  tres  evidoe. 


FLmON  COHPOl 
(PiSus  aya&t  on  non  tme  sec 


-  Pi6oe  soUloltde  par  des  r< 
dans  dlffdrei 


lonsiderons  une  piece  AB  encastree  en 
iielle  sont  appliquees,  dans  des  plans  di 
Jes  P„  P„  P,...  .  Une  seclion  iransversal 
D  est  soumise  h  la  seule  action  de  la  f 
ic  rien  de  particulier  a  dire  a  ce  sujet,  i 


ng.  169 


tire  aux  deux  forces  P,  et  P,  situees  dan 
is  rendre  tres  slmplement  compte  de  Ti 
nl  D  et  parallelement  a  P,  deux  forces  1 
p 
ire  Tune  de  rautreetegalescbacune  a  -'' 

il  DG  donnent  lieu,  tur  la  section  nn', 

lux  (P,.  o  et  -^  b)  qui  se  detruisent;  ■ 

isideree  commeuniquementsoumiseauz 


•  *T        •'  **  f> 


. ..-      1 


t% 


^f'"- 


§128 
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les  deux  par  le  point  D,  et  par  suite  comme  n'etant  sollicitee  que  par 
leur  resultante  DN  qui  donne  lieu  a  un  moment  flecliissant  DN  X  b 
agissant  dans  le  plan  SDN.  La  valeur  de  DN  s^obtient  de  suite  par  un 
trace  graphique ;  on  peut  aussi  la  calculer  analytiquement  au  moyen  de 

la  relation 

« 
DN^  =  (^J  +  p/  +  2  ^ .  P..  cos  a 


\^' 


ce  qui  donne  pour  Texpression  du  moment  de  flexion  DN  x  ^ 

Moment  fl^chissant  r^aultant  =  V(P,.  a)»  +  (P,.  b)*  +  2  (P,.  a).  (]%.  b).  cos  a 


ou  bien  en  posant 


i 


P,.  a=M,  P,.^=M. 

Moment  fl^chigsant  r^ultant  =  v/M/  +  M,*  +  2  Mi.  M,.  cos  « 


;■» 


■  /• 


'1   , 


En  d'autres  termes  le  moment  de  flexion  relatif  a  une  section  quel- 
conque  nn'  est  donne  en  grandeur  et  en  direction  par  la  resultante  des 
moments  partiels  qui  la  sollicitent. 
Si  de  D  en  H  se  trouvent  de  nouvelles  forces  normales,  on  continuera 

a  operer  de  la  meme  maniere  en  ap- 

pliquant  simplement  la  regle  prece- 

dente,    ce   qui   ne  presente  aucune 

difficulte;  si  Ton  veut  par   exemple 

etudier  ce  qui   concerne  une   autre 

section  transversale  hh\  on  calculera 

les  moments  Pj.  a,  P,.  b,  P,.  c,....   qui 

'*«•  ^'^^  la  sollicitent  et  on  composera  ensuite 

ces  derniers  entre  eux  exactement  comme  on  le  ferait  pour  des  forces ; 

la  resultante  obtenue  sera  le  moment  flechissant  total  cherche. 

II  est  a  remarquer  que,  par  suite  des  directions  diflferentes  des  forces 
appliquees  a  la  poutre,  le  plan  de  sollicitation  des  divers  moments  fle- 
chissants  change  d'orientation  avec  la  section  transversale  consideree ; 
pour  que  la  flexion  se  produise,  en  chaque  point,  dans  le  plan  en  ques- 
tion,  il  est  donc  necessaire  que  ce  dernier  coupe  la  section  consideree 
suivant  un  axe  principal  d'inerlie,  c'est-a-dire  qu'il  doit  y  avoir  egalite 
des  moments  d'inertie  pour  toutes  les  droites  qui  passent  par  le  centre 
de  gravite;  c'est  ce  qui  arrive  par  exemple  avec  un  cercle,  un  carre,  un 
triangle  equilateral,  etc.  Si  cette  condition  n'etait  pas  rempUe,  la  flexion 


■* 


serait  oblique  ou  deviee  (§  87),  mais  cette  circonstance  se  ] 
mentdansla  pratique  pour  les  pieces  soumises  au  genre 
nous  occupe, 

On  remarquera  egalement  que,  par  suite  des  flexions  q 
senl  dans  divers  plans,  la  fibre  moyenne  HK  prend  une  doi 
de  sorte  que  cliacune  des  forces  normales  en  jeu  donne  evi 
a  un  moment  de  torsion,  mais  la  valeur  de  ce  dernier  est  f 
les  deformations  produitessont  toujourssupposeestrespeti 
considererons  meme  comme  negligeable. 


§  123.  —  Fi6ce  solUcltde  par  des  foroes  obllqui 

dans  des  plans  diffdrents  et  donnant 

ph^nomdnes  de  traction  et  de  Sc 

Si,  au  lieu  de  simples  forces  normales,  on  a  des  forces  obl 
dans  differents  plans  passant  par  la  fibre  moyenne  HK  et  di 
des  phenomenes  de  fiesaoD  et  de  traction,  le  probleme  se  I 
maniere  tout  a  fait  analogue  a  celle  qui  precede:  une  forci 
donnera  naissance,  pour  la  section  nn',  a  un  moment  fiecbi 

M,=  F.  a  +  T.  6 

el  a  une  force  de  traction  uniformement  repartie  T,  Les 

M,,..,  ainsi  determines  se  composeront  entre  eux  suivant  I 

■  quee  plus  haut  et  leur  resultanle  M  donnera  lieu,  pour 

question,  a  une   certaine  charge  maximum  — r-  a  laquel 


-1a 


-.r^! 


— Ir 


ajouter  la  charge 


T,+T.+.. 


■  provenant  des  efforts  de  Ir 


peut  y  avoir  la  aucune  difficulte  apres  ce  qui  a  ele  dit  dans 
effets  combines  de  flexion  el  de  traclion  (§  120  el  121). 


mdmes  considerations  s'appliquenl  ^videmment  au  cas  ou  il 
en  meme  temps  que  des  forces  isolees,  d'autre3  efforts  repartis 
L  une  loi  quelconque ;  on  determinera,  dans  chacun  des  plans 
raux  contenant  les  diverses  forces,  les  moments  flechissants 
:  aus  sections  transversales  successives  de  la  piece  (§  56)  et  il  ne 
i  plus  qu'a  operer  comme  nous  Tavons  indique  precedemment, 
ant  comple  de  refforl  de  IracUon  dli  aux  composantes  longitudi- 
les  forces  en  jeu. 


TR&GTION  BT  GLISSEMS] 
(Pi^s  aj&nt  ou  no 


§  124.  ~  Pldce  sollloitde  &. 


Gonsiderons  une  piece  AB  soi 
un  efforl  de  Iraction  T  uniformen 
AB,  qui,  par  suite  de  circonstan 
menl  dans  la  direclion  /*.  L'effor 
se  combinent  evidemment  entre 
de  la  matiere  au  point  H,  et,  ce  qi 
c'esl  de  savoir  quand  la  securite 


( 

I 
H 

.£. 

-7 

G 

3 

Pour  resoudre  ee  probleme,  n 
directions  de  petites  droites  telli 


(I)  Comine  od  le  siil  (g  18),  aoe  rorce 
moyeniu,  penl  ttre  coDsidMa  eomnie  se  rif 
Fhaque  sefttioa  Iransremle  oa,  en  (l'Batrea  t 
de  BexioD;  qoint  sux  efforts  de  gliuemeat, 
aairormiU  ae  produil  |g  39j. 


§  124  —  2G8  — 

quel  esl,  pour  chacune  d'elles  el  au  poinl  H,  rallongemen 
des  cfTeLs  combines  de  Iraclion  et  de  cisaillement,  et  nous 
enfin  quelle  esl  la  valeur  maximum  A  de  la  fonction  i,.  i 
rieur  ou  egal  au  plus  grand  allongement  qu'on  peut  ai 
danger,  il  esl  bien  clair  que  la  piece  se  trouvera  dans  de  t: 
tion  de  securite  puisque,  dans  le  cas  actuel,  c'est  la  rupi 
tion  qui  est  a  craindre  ('). 

Ces  considerations  preljminaires  etant  etablies,  menons] 
une  ligne  oblique  quelconque  DK  et  considerons  le  rectan^ 
petil  KV  HU  compris  entre  les  deux  sections  transversal 
voisines  nn',  mni'.  Appelons  : 

i  rallongement  par  miUimetre  courant  resultant  du  st 
traction  T, 

t  te  glissement  par  millimetre  courant  {%  34)  resultant 
deTeffopt  de  cisaillement  qui  s'exerce  en  H. 

Comme  nous  le  savons  (§  21),  toute  dilatation  longil 
solide  dont  les  faces  laterales  sont  libres  est  accompagne 
traction  transversale  donl  la  valeur  par  miUimetre  coui 
Qotalions  que  nous  avons  adoplees,  est  -ri.^i..  II  resulte 
reclangle  KVHU  se  transforme  en  un  parallelogramme  1 
vertu  du  principe  de  la  superposition  des  peliles  deforma 
point  ir  est  silue  a  rextremite  d'une  ligne  polygonale  I 
que 

H,  H,  (allongement  longiludinal  de  KV)  =  KVXi 
H  H,  {glissement  de  VH  relativemenl  a  KU)  =  KV  x  t 
irH,  =  UU'  (contraction  transversale  de  KU)  =  KUXvi. 

On  a  donc,  en  projelant  sur  KH'  la  ligne  brisee  KI 
remarquant  que  Tangle  HKH'  ou  da  est  inSniment  petit, 

KH'  =  KH  +  HH,.  Bin  «  +  H,H,.  cob  «  —  H.H'.  t 
KH'— KH  HH,  .  ,  H.H,  H,H' 
EH =KH*   "^'  +  'Ka'"   ™"-KH 


ou,  iiu  remarquant  que  KH  =  ■    —  =  -j—    ' 

X,  =  i.  sin  «.  C03  «  + 1.  cob'  a  —  i\.\.  i 


IB  esi  da  eompretsion  et  da  glistemenl  simulUpis  (§  1S5),  c*est, 
1  cDmprMsiDn  muimiuii  qa'il  laiil  caUuler,  t&a  de  s'usurer  qu'elli 
TtlenT  dui|«rau9a. 


ce  qui  peut  s'ecrire 

X,  =  |1  (1  —  71)  +  I.  tin  2  «  +  X.  a  +  n).  cos  2  « 
Comme  il  esl  facile  de  le  voir,  celte  fonction  est  maximum  poui 

ce  qui  d&nne  pour  le  mazimum  A  de  X, 


.=  .Mi-,)+VpiS5jTf 


Telle  esl  Fespression  cherchee,  On  a  tpouve  d'autre  parl  (§  i 

1 
pour  les  solides  isotropes,  on  peut  prendre  -»1=  7  ;  on  a  donc 

nitive 


-=^+\fT^" 


formule  dont  nous  allons  faire  un  frequent  usage. 

Supposons  par  exemple  (ce  qui  est  le  cas  du  probleme  faisan 
de  ce  paragraphe),  qu'on  ail  une  force  de  traction  T  et  un  « 
cisaillement  Q  ttniformiment  reparti  (ainsi  que  T)  dans  la  sectioi 
versale  de  surface  O;  d^signons  par  R  la  charge  par  mi 
carre  a  la  traction  de  la  fibre  ayant  l'allongement  A,  et  remarquc 

B  =  E.  A     ,      5=-E.X     ,       §  =  G-'i 
il  vient  alors 

£n  admeitant  la  relation  tlieorique 

o  =  |e 

cette  formule  devienl 


«-|-sW(l-aMrS 


§124  -270- 

et  elle  donne  la  solution  du  probleme  cherche  puisque,  pour  que  la 
securite  soit  assuree,  il  sufflt  que  Texpression  ci-dessus  ait  une  valeur 
egale  ou  inferieure  a  la  charge  par  millimetre  carre  qu'on  peut  appli- 
quer  sans  danger  dans  le  cas  de  la  traction  simple  (*). 

La  relation  precedenle  peut  se  mettre  sous  une  autre  forme  pliis 
commode  pour  le  calcul  de  la  section  Q ;  elle  peut  en  effet  s'ecrire 


"-ii+i/dD-^-di)" 


Si  Ton  appelle  «  et  w'  les  valeurs  qu'il  faudrait  donner  a  la  section 
transversale  consideree  mm*  pour  resister  separ^ent  aux  eflforts  de 
tractionet  de  cisaillement,ona,  enfaisant  successivement  Q=o  et  T=o 
dans  Texpression  ci-dessus. 


"=   R 
4R 


et  par  consequent 


Q  =  tco  +  y/^coy+a>'« 


8 
formule  d*un  emploi  commode. 

Q       i 

(1)  Dans  le  cas  extrSme  oOi  Tao,  la  formiile  ei-dessns  eoaduit  i  --  =  p  R,  ce  qui  donne 

pour  charge  maximum  de  cisaillement  les  -z  de  celle  qui  est  relative  k  la  traction.  TelLe  est  en 

effet  la  Taleur  ddduite  de  P^tnde  thdorique  du  glissement ;  telle  est  aussi  k  peu  prte  eelle  qni  est 
admise  pratiquement  pour  la  plupart  des  corps  sauf  ponr  la  fonte  et  les  bois  ^§41).  Si  i'on  Yent 
tenir  compte  de  la  particularitis  que  pr^ntent  ces  demiers  corps,  on  remarquera  qu'on  a 

r  et  r"  6tant  les  charges  pratiques  de  steurit^  admises  pour  la  traetion  et  le  glissement,  par 
exempie  3  kg.  et  1  k.  70  pour  ia  fonte  (§  28  et  §  il).  Dans  ces  conditions,  la  formule  qui  nous 
occupe  peut  s'6crire 

a 


et,  pour  T=o,  elle  donne 


«=li+\/(li)H-  §■ 


R  =  I..    2 
r"      Q 


Q 
c'est-Mire    rr  =  r"  pour  R  &=■  r,  comme  cela  doit  efTectiTement  afoir  lieu ;  mais  oette  complica- 

tion  ne  nous  paralt  pas  utile,  et  elle  a  d'autant  moins  de  raison  d'dtre  que  les  yaieurs  de  r*' 
qu'il  confient  d'admettre  poor  la  fontd  et  les  bqis  sont  loin  d'6tre  connues  sTec  prdcision ; 
1'hypothtoe  T  =  o  rentre  d'ailleurs  dans  un  cas  extrdme  pour  lequel  la  formule  n'est  pas  fiiite. 


4 


w:- 


—  27] 

L'etude  que  nous  venons  de  faire 
d'un  boulon  desline  a  Tassemblage  d 
faible  epaisseur,  et  soumis  a  un  et 
resulte  soit  du  fait  mSme  de  sa  mise 
energique  de  son  ecrou.  Les  rcsultali 
encore  uliles  pour  les  autres  probl 
posee  ;  dans  le  cas  en  particulier  oi 
repartirail  pas  d'une  maniere  unifort 

H  =  IS+\/( 

sont  toujours  evidemment  exactes  a  c 
meQt  et  refTort  de  cisaillement  par  n 
meni  relatifs  aupoinl  consideri  (le  poi 


COMPRBSSION  ET  6LISSBMBNT  UNIFORHBMBNT  RBPARTI 
(PiSces  ayaiit  ou  non  une  section  constante) 


-  Plece  sollioitde  &  la  compresslon  et  au  gUssement. 


pposons  maintenanl  que  nous  ayons  affaire  a  une  piece  soumise  a 
ffort  de  compression  T'  el  a  une  force  de  cisaillement  Q  uniforme- 
.  repartie  (ainsi  que  T')  dans  toute  Telendue  de  la  section  trans- 
ile  consideree.  L'etude  de  ce  cas  est  la  mSme  que  celle  du  prece- 
;  seulement,  au  lieu  d'une  conlraction  transversale,  on  a  evidem- 
ment  une  dilatation  (§  29).  Considerons, 
comme  lout  a  Tlieure,  un  reclangte  UHPS 
et  voyons  quel  est  le  raccourcissement  par 
millimetre  courant  \\  de  la  diagonale  SH  : 
dans  la  deformalion  dont  nous  nous  occu- 
pons,  le  cflte  SU  se  dilate  de  la  quantite 
lHJ'  =  USx-<i.>',  de  sorte  que  le  sommet  H' 
Fig' "3  du  parallelogramme  U'H'P'S  est  situe    a 

emite  d'une  ligne  brisee  1IH|H,H'  telle  que 
I,  (glissement  de  HP  par  rapport  a  US)=  UHxt 
1,  (raccom-cissement  iongitudinal  de  UH)  =  UH  xi' 
H'  (dilatation  transvcrsale  de  US^^USXii.A' 
int  le  raocourcissement  longitudinal  par  millimetre  courant  pro- 
par  la  force  T'  agissant  isolement. 
on  a,  comme  tout  a  Tlieure, 


Sn  =  SH'-|-HH,. 
r  consequent 

8H  —  SH'  _  HH, 


in«-f  H(Hj.  cos«—  H»H'.  aina 


ss- 


SH  ' 
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Cest  la  meme  expression  que  celle  qui  a  et^  oblenue  j: 
paragraphe  precedent;  te  ma^mum  A'  de  i,'  a  donc  pour 


ce  qui  conduit  aux  relations 


«•=!?+ \/(H)'+(l§)' 


=l"  +  N/r 


I+'-" 


R'  etanl  la  cliarge  a  la  compression  par  millimelre  carre 
plus  faligu^e  k  la  compression  au  polnt  H;  <■>  et  u',  les 
faudrait  donner  a  la  section  transversale  consid6ree  pour 
ment,  avee  s^curile,  a  la  force  de  compression  T'  el  a  Te 
lement  Q.  U  esl  d'ailleurs  bien  entendu  que  nous  supp 
piece  comprim^e  est  assez  courte  relativemenl  a  ses  dim( 
versales  pour  qu'on  n'ait  jamais  a  craindre  pour  elle  I 
autrement  dil,  le  flambement  dont  il  a  ^te  longuemen 
propos  des  solides  charges  deboul.  Celle  demiere  remar 
cable  a  tous  les  paragraphes  qui  vont  suivre  et  dans  les 
question  d^efTorls  de  compression. 


FLBXION  ET  GLISSBMENT. 
(Pieces  ayant  oa  non  une  section  constante). 


Pldce  solUcit^e  &  la  flexion  et  au  gUssement, 

lorsque  les  sections  transversales  peuvent 

s'infl6oliir  librement. 

celui  qui  a  ete  traite  poup  urte  piece  tlechie  par  uneouplu- 
normales  (§  50);  nous  avons  fail  connailre  en  meme  temps 
iliques  dont  il  convient  de  faire  usage;  il  est  donc  inutile 
ir  ce  sujet. 


Pidce  soUicitde  6,  la  flexion  et  au  gllssement, 
■sque  la  sectlon  la  plus  fatlgu^e  est  contrainte 
&  rester  plane. 

[ite  dans  la  pratique  un  cerlain  nombre  de  circonstances  oii 
tions  transversales  d'un  corps  fleclii  reste  forceraenl  plane ; 


Fi«.  m 
semple  le  cas  d'une  piece  fixee  par  un  encastrement  dans 


equel  elle  esl  invariableiiii 
mouvemenl  ne  peul  avoir 
mene  se  produit,  avec  divei 
tionnelles  qui,  n'ayant  auc 
que  de  Taulre,  restent  plan' 
ciJte  :  c'est  par  exemple  ce 
reposant  sur  deux  appuis  el 
on  peul  alors  calculor  la  cli 
Tuiie  de  ces  sections  excepl 
auquel  elle  est  soumise  el  Q 
ci  se  repartit  (fune  maniere 
face  AA'  puisque  celle-ci  res 


les  plus  cliarges  par  le  fail  c 
et,  pour  avoir  colle  dornio: 
reffort  de  glissement  el  cei 
nous  avons  appris  a  le  faire 
Iraclion  U  (qui  se  produit  e 

t>_8     J 


puisque  refforl  de  traction 

chissant  M  produit  au  point 

On  voit  de  meme  que  !a  t 
lieu  en  A')  a  pour  valeur 

8     J 
It  ft  K'  etaiil  aiiisi  roiiiiiis,  1 


ons  prec^denles  peuvent  ae  mettre  sous  une  forme  un 
qui,  pour  la  premiere  par  exemple,  est  la  suivante 


B  =  5-[|+|l/.  +  (|Q^)-] 


d'une  piece  encastree,  de  longueur  L,  fldcliie  par  une 
P,  cette  relation  devient 


leles  quantites  1— — -J  et  ( r-,)  sont  assez  petites 

ig^es  devnnt  Tunite,  il  suffit  de  prendre 


a  Uisser  absolument  de  cdte  reffet  prodult  par  reffort 
ne  pour  les  sections  exceptionnelles  dont  il  est  ici  ques- 

particulier  d'uno  pi^ce  de  secUon  recUngulaire  on  a 

es  que  la  longueur  L  est  un  peu  plus  grande  que  la  hau- 
ilificaiion  dont  nous  venons  de  parler  est  permise  et  la 


1 

A 

'yf< 

1 

t: L....- 

la  piece  peul  elre  caleulee  comme  si  elle  n'elait  soumise 
menl  flechissant  P.  L.  Celteconclusion  importante  subsiste 
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encore  si  le  corps  considere,  au  lieu  d'eti 
circulaire,  elliptique,  etc. 

En  resume,  les  conclusions  de  Tetude 
les  snivantes  : 

1*  11  n'y  a  qu'un  petit  nombre  de  secti< 
ditions  tout  a  ftut  excepUonnelles,  pour  1 
de  lenir  compte  des  efTets  combines  de  t 
celles  qui  sont  astreintes  a  rester  planes. 

2*  Meme  pour  ces  sections  excepLion 
preoccuper  de  reffet  de  gUssement  ou  ci 
levier  de  la  force  de  la  flexion  alteint, 

i 
adoptees,  environ  1  fois  ou  1  fois  ^  la  ba 


TRACTION  (ou  Compression),  PLBXION  BT  GLISSEMBNT. 
(Piices  ayant  ou  non  une  section  constante). 


g  128.  ~  PJ6ce  sollicitde  &  la  traction,  &  la  flexion 

et  au  glissement. 

Soit  M  le  moment  flechissant  auquel  est  soumise  la  section  consideree 

nn'  du  corps  solide,  T  la  force  de  trac- 

Ntion  qui  est  appliquee  au  centre  de 
gravite  G  de  cette  surface  et  se  repartit 
par  consequent  d*une  maniere   uni- 
■"^  '^  forme  sur  cette  derniere  (§  18).  Gomme 

'  nous  Tavons  vu  au  paragraphe  120,  les 

eflforts  d'extension  et  de  compression 
dus  au  moment  M  s*ajoutent  algebri- 
Fig.  177^^  quement  a  ceux  qui  resultent  de  la 

traction  T,  de  sorte  que  les  charges 
supportees  de  ce  fait  en  n  et  n*  par  les  fibres  les  plus  fatiguees  sont 


T — »"q         (traction) 

M.  r'      T 

— T 3"        (compression) 


(1) 


et  il  ne  reste  plus  maintenant  qu'a  les  combiner  avec  les  efforts  resul- 
tant  de  la  force  de  cisaillement ;  c'est  le  probleme  qui  a  ete  resolu  aux 
paragraphes  126  et  127.  Si  la  section  est  libre  de  sMnflechir,  il  n'y  a 
rien  a  ajouter  aux  charges  ci-dessus,  mais  simplement  a  voir  s'il  n'y  a 
pas  des  regions  ou  Teffort  tranchant  est  k  craindre  (§  50) ;  on  n^oubliera 

M    t?'  T 

(i)  Nons  supposoDS  que  la  diffdrence  — j—  —  -p-  est  positire,  c'est-Mire  qu'il  y  a  rdellement 

comprossion  des  iibres  n*.  Dans  le  cas  eontraire  la  fatigu:^  ost  ccrtaincment  moindrecn  n*  qiVen  n 
et  il  n*y  a  pas  lieu  par  cons^Squent  de  s*cn  occuper. 


d'ailleups  qu'aux  poinls  en  quesUon  le  gliasi 
ant  lea  formules  du  paragraphe  124,  avec  la 

rlie  - .  Dans  les  cas  excepUonnels  au  con 

lUon  est  assujetUe  a  rester  plane,  le  glissei 
iere  uniforme  comme  nous  l'avons  deja  d 
ges  R  et  U'  des  fibres  les  plus  fatiguees  a 
sion  sont  (§  127) 


,  au  lieu  d'une  tracUon  T,  on  avail  une  coi 
emplacer  dans  les  expressions  precedentes 


TRAGTION  (ou  Gompresaioa)  ET  TORSION. 
?iim  tjini  U  fomt  d'an  solide  de  riTolution). 


-  P16ce  8oUlctt4e  &  la  traoUon  et  d.  la  torslon. 

M'  le  moment  du  couple  de  torsion  auquet  est  soumise  la 
lulaire  consideree  nn'  et  T  la  force  de  traction  appliqu^  ala 
ine ;  le  couple  M'  produit  un  glissement  tangentiel  t'  dont  la 
naximum  a  la  circonference  et  qui  donne  lieu  a  une  cliarge 
tre  carre  egale  a  (§  90) 


celle  qui  resulle  de  la  traclion  a,  en  tous  les  poinls,  une  va- 
1  —  .  Pour  rfisoudre  le  probleme  propose,  nous  n^avons  donc 
ler  enlre  eux  les  deux  efTorts  precedents,  comme  nous  avons 


y/ 

1 

-j; 

— ^ 

n' 

casion  de  le  faire  (§  124).Lacharge  ala  traction  R  despoints 
it  le  plus  daiis  la  section  nii  et  qui  sont  tous  situes  sur  son 
,erieur  est  donc 


R-8    ^a.*//'*    T;-       /6M'.  p^- 


as  d'une  force  de  compression  T',  la  formule  a  adopterserait 


TORSION  W  QLISSIiHENT  UNIFORHilMEN' 
(Pi^3  ayuLt  U  forme  d*(iB  solido  d«  rJT 


§130. 


-  P16ce  solllcltde  &  la  torsion  etai 


Supposons,  poup  flxer  les  id^es,  que  Vaxe  du  8< 
horizonlal  et  que  la  force  de  cisaiUement  Q  soit  verl 
torsion  M'  donne  lieu,  sur  la 
circonference  exlerieure  de 
la  section  A  B  C  D,  a  un  efforl 
tangentiel  de  glissement  qui 
est  egal,  par  miliimotre  carre, 
a-y-  et  qui  se  combine  avec 
un  autre  de  merae  espece  pa- 
railele  a  Q  et  ayanl  pour  va- 
leurysi,  comme  nous  l'ad- 


ng-i 


mettons,  le  cisaillement  se  re- 

partit    d'une    maniere    ifiii- 

forme  dans  toute  l'etendue  de  la  section.  II  resull 

que  la  fatigue  maximum  a  lieu  au  point  C  ou  les 

moleculaires  produits  s'ajoutent  entre  eux  en  doni 

glissement  par  millimetre  carre  egale  a 


R"=^  + 


M'.» 


Si  Ton  voulait  trouver  la  cliarge  qui  correspond  a 
conque  de  la  section  AKCD,  on  opererait  d'une  m 
coraposant  algebriquement  entre  eux  les  deuz  depli 
danls ;  pour  le  point  A  par  exemple  ou  ceux-ci  son 
avec  Tautre,  leur  resultante  AH  a  pour  valeur  ^4 
charge  de  glissement  par  millimetre  carre  est  alors 


B,": 


=v/(l 


/M'.  » 


FLBXION  ET  TORSION. 
(Pi^fls  ayant  la  formo  d'un  solidfl  de  reyolutioD^. 


-  Pidoe  soUlolt^e  &  la  flexlon  et  A  la  torsion. 

torsion  M'  fait  travailler  d'une  maniere  egale  lous 
points  du  conlour  exterieur  A.BCD,  tai 
que  ceux  qui  fatiguent  le  plus  a  la  flexion 
le  fait  du  moment  flechissant  M  sont  si 
dans  le  plan  de  flexion  en  A  et  B;  ce 
donc  ces  demiers  qui  eppouvent  la 
grande  fatiguc  et  leurs  chapges  respecl 
totales  R  et  K'  a  !a  traction  et  a  la  comp 
sion  sont  donnees  par  rexpression  suiv; 

efforts  de  traction  et  de  compression 
millimetre  carn?  produits  par  la  flexion  f 
et  en  B, 


-'+i/(ivy+r 


s  que  nous  venons  de  traiter  esl,  a  peu  pres,  celui  d'un  apbi 


a 


Fig.  18t 
}  sollicite  pap  une  fopcc  nopmale  agissant  a  rextremile d'un 


delevierAB;  on  voit  en  effet  que,  si  on  app 
egales  et  paralleles  a  P  mais  dirigees  en  sens  c 
la    section  iransversale   nn'  a  a  supporter 
M'=:P.l!,  el  un  momenl  de  flexion  M=P.L, 
les  valeurs  de  R  et  de  R'  esl  alors,  en  appelant 


R  =  R'  =  i^(3L4-5  V^L^ 


II  convient  d'ajouter  que  la  force  de  flexion  . 
effort  tranchant  dont  il  faudrait  tenir  compte  et 
est  le  plus  souvent  negligeable  (§  50);  si  cepeni 
lieu  de  s'en  preoccuper,  on  agirait  comme  il  a 
precedent. 


n 


H£NT  REPJUtTI, 
tioa). 


Scultes  apres  ce 
en  un  point  quel- 
raale  consideree, 


auple  M',  et  pou- 
me,  par  le  glisse- 
16  avec  rallonge- 
l  X,  ou  le  raccour- 
iie  on  le  voit  sur 
es  de  X,  X,  et  X', 


de  sorte  que  le  problerae  a  resoudre  rentre  ii 
que  nous  venons  d'eludier  en  detail.  Voyons 
passe  aux  points  A,  B,  C,  D. 

En  A  les  deux  glissements  t  et  t"  sonl  a  an 
par  consequent  a  un  effort  de  cisaillement  pai 
(§130) 


\/(i 


+ 


D'autre  part,  en  ce  mSme  point,  les  charj 

ment  S^chissanl  M  et  a  la  traclion  T  s'ajouten! 
un  effort  de  traction  par  inillimetre  carre  egal 


de  sorte  qu'en  d^finiliye  la  fatigue  maxdmum  a 
en  A  est  (§  124) 


Au  point  B  les  memes  phenomenes  se  passe 
l'efforl  de  Iraction  — j-  esl  remplac^  par  un  el 
nous  avons  doiv  pourcharge  a  la  compressior 


n-=m 


-DWW^ 


En  C  l'effet  produit  par  le  moment  flechiss: 
les  glissemenls  i  el  t"  s'ajoutenl;  on  a  donc  | 
maximum  a  la  traction  au  point  considere  (§  1 


»  =  1^^/(1 -3" +[!(§^ 

Enfin  en  D  les  deux  glissemenls  se  retrancl 
donne  pour  oe  point 


ii+\/m+m- 


n'y  a  evidemment  pas  lieu  de  tenir  comple  de  cette  valeur,  i 
est  inferieure  a  la  precedenle. 

i  lieu  d'une  force  de  Iraclion  T  on  a  une  force  de  compressio 
tiderations  qui  precedent  ne  cessent  pas  d'etre  exacles,  e 
s  precedentes  sonl  encore  applicables  a  condilion  d'y  rempl 
-T'. 

rminant  ce  qui  concerne  ce  sujel,  nous  ferons  remarquer 
3  cas  qui  se  presentent  dans  la  pratique,  reffel  produit  pa 
Temporte  generalement  sur  ceux  qui  proviennenL  du  glissem 
s  conditions  la  fatigue  maximum  se  produit  au  point  A  dar 
le  tracLion  T,  el  en  B  dans  le  cas  d'une  compression  T';  onn' 
plus  souvent  besoin,  pour  s'assurer  de  la  solidite  de  la  pi 
re  usage  de  la  formule  suivante 


■  + 


sV\/B(V+S] 


_s(M..  ,  Ti  ,  . /rj/Mj,  ,  m-    /6s; 


ile  dans  le  cas  de  la  compression  comme  dans  celui  de  la  tracl 
Aon  de  remplacer  alors  T  par  T'  el  K  par  R'.  Nous  rappelle; 
mt  une  remarque  deja  faite  {§  123),  a  savoir  que  nous  suppoi 
pieces  comprimees  soienl  assez  courtes  relativeroent  a  l 
ons  transversales  pour  que  le  flambement  ne  soit  pas  a  crain 


CHAPITRE  1 


PHENOMENES  DE 


PHENOM^feNE! 


§  133.  —  Considdrations  % 
de  rnptnre  et  a 

Nous  avons  deja  dit  a  bien  des 
naires  de  la  Hesislance  des  mate 
ce  principe  que  les  pelites  del 
sements  et  glissements)  sonl  pro[ 
senl  et  par  consequent  elles  ne  s 
reiasticite  n'est  alteree  en  aucun ) 
servir  au-dela  de  eette  limite,  c'es 
erreur  grossiere :  en  particulier,  s 
voir  ce  qui  se  passe  dans  les  plit 
nouveau  recours  a  l'experience  e 
servir  de  point  de  depart  pour  1' 
Comme  nous  allons  le  voir  dans  i' 
nomenes  en  question  sont  d'aille 
donne,  ils  peuvent  meme  cliangei 
des  pieces  cliargees  debout  suiva 
d'un  certain  point,  la  compressi 
nesion  si  elles  sont  suffisament  lc 
.tion  dans  lequel  reflfort  exerce 
reparti  {§  18)  et  donne  meme  fori 
qu'une  criqdre  ou  une  disjonction 
duire.  De  meme,  comme  i'a  consl 
torsion  s'aclieve  parfois  par  une  I 
rapporl  aux  aretes;  c'est  ce  memi 
que  la  disjonction  dc  la  matiere  s 
tion  toute  differente  de  celle  qui  i 
la  limite  d'elastlcite  n'etait  pas  att 
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iire,  il  n'y  a  pas  lieu  de  s'en  etonner.  Sans  vouloir  insister  davanlage 
les  observations  de  ce  genre  qu'il  serait  facile  de  multiplier,  nous 
ns  parler  maintenant  brievement  des  diverses  sortes  de  rupture. 


§  134.  —  Eflort  ndcessalre  pour  prodiiire  la  ruptoro 

par  tractlon,  par  compresslon,  par  cisaillement. 


n  nous  occupant  de  la  Iraction,  de  la  compression  et  du  glissement 
s  avons  deja  fait  connaitre  ce  qui  concerne  la  rupture  dans  ces 
^rses  circonstances;  nous  n'avons  donc  que  peu  de  chose  a  ajouter 
!t  egard.  Nous  rappellerons  seulement  que,  dans  le  cas  de  la  traction 
a  ete  de  beaucoup  le  mieux  etudie,  Teffort  exerce  ne  pcut,  a  aucun 
nent,  etre  considere  comme  unlformement  reparti  que  si  sa  direction 
se  par  le  centre  de  gravite  des  diverses  sections  transversales.  Si 
a  aflaire  par  exemple  a  une  barrette  ou  a  une  tige  percee  de  trous 
symetriques  ou  ayant  une  criqiire  telle  que  A,  les  phenomenes  qui 
se  produisentsontpluscomplexes  que  ceux 
qui  relevent  de  la  simple  tracUon ;  il  en  est 
encore  generalement  de  meme  si  on  opere 
sur  des  tiges  non  homogenes.  Si  cependant 
il  y  avait  symetrie  dans  la  repartition  de  la 
matiere  autour  du  centre  de  gravite,  aucun 

rl — J \      effet  de  dissynietrie,  c'est-a-dire  de  flexion, 
l  ne  seraitevidemment  a  craindre;  mais,  des 

'iB-  '83  le  commencement  de  Tessai,  la  fatigue  des 

diverses  fibres  longitudinales  ne  serait 
la  meme  et  la  rupture  ne  se  produirait  que  successivement,  a  des 
Tvalles  plusou  moins  eloignes,  augrand  detriment  du  maximum  pos- 
e  de  resistance,  Avec  des  corps  tres  ductiles,  c'est-a-dire  capables  de 
ir,  peu  avant  leur  disjonction,  un  long  etirage  sans  se  briser,  il  est 
r  que  les  risques  de  ruptures  successives  et  eloignees  les  unes 
autres  sont  sensiblement  moins  a  craindre  en  raison  meme  de  la 
le  de  plasticite  qui  permet  aux  fibres  les  plus  cbargees  de  con- 
ler  a  8'allonger  sans  cesser  de  concourir  a  la  resistance  totale. 
le  est,  d'une  maniere  generale,  la  raison  pour  laquelle  les  metaux 
:tiles  travaillent  d'une  maniere  plus  reguliere  que  les  autres  et  se 
ivent,  sous  le  rapport  de  la  rupture,  dans  de  raeiUeures  conditions; 
ime  on  le  comprend  de  suite,  cette  demiere  reraarque  est  tout  parti- 
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culieremenl  applicable  aux  circonslances  dans  lesquelles  la  fal 
la  matiere  n'est  pas  uniforrae  dans  loute  Telendue  de  la  piece, 
dire  dans  le  cas  de  la  flexion  ou  de  la  torsion  coiume  nous  le  ' 
bient6l. 


^  13S.  —  Homent  n^cessalre  pour  produire  la  rupti 
par  flexion. 

Une  etude  beaucoup  plus  compliquee  que  la  precedente  est  ce 
niplure  par  flexion  parce  que  les  diverses  fibres  paralleles  a  Ta: 
portent  des  efforts  qui  sont  extreraeinent  variables  d'un  poinl  a 
d'unemerae  secLion  transversale,  et  qui  sonl  d'aiUeurs  les  uns  { 
tion,  les  aulres  de  couipression.  Si  Ton  considere  une  poutre  flec 
une  ou  plusieurs  forces  normales  P,  il 
est  clair  que  les  points  les  plus  fatigues, 
tels  que  A  et  B,  atleignent,  avant  tous 
les  autres,  la  limite  d'elaslicile  et  qu'ils 
la  depassent  aussitAt  qu'on  contiuue  a 
faire  croitre  les  forces  exterieures.  Si,  a 
ce  moment,  on  suspend  raclion  de  ces 
demieres,  les  molecules  de  la  regioncen-  Fig.  I8t 

Irale  qui  n'ont  pas  encore  atteint  la  limite 

en  question,  forcenl  evidemment  les  autrcs  a  relourner,  malgi 
vers  leurs  positions  premieres,  en  sorte  que  les  defoi-malions 
nentes  ne  deviennent  appreclables  que  seiisibleinent  au-delii  i 
oii  relaslicite  est  alteree  a  lasurface.  En  d'auti-es  tennes,  ai  Ton 
M  la  valeur  du  moment  flecliissaut  qui  conmience  a  produire  ce 
geuients  de  forme,  la  charge  correspoiidante  par  nuUimetre  < 
calculee  au  moyen  de  la  fonnule  liabituelle 


esl  plus  grande  que  la  limite  d'elasticit(3  coiislatee  dans  des  cxpe 
de  traction  ou  de  compression  faites  sur  la  meme  matiere.  Ces 
fait  sur  lequel  nous  avons  deja  insisle  {$  86). 

La  meme  augmentation  de  la  cliarge  K  se  constate,  d'une  i 
plus  sensible  encore,  si  Ton  pousse  les  cliarges  jusqu'au  point  qi 
mine  la  ruplure.  Pour  nous  rendre  comple  de  ce  qui  se  passe  d 


A 

■4 

1 

B 

slances,  considerons,  comme  au  paragraphe  43,  deux  sections 
ersales  infinimeot  voisines  mn,  ra'n';  comme  rexperienceaper- 
e  le  constaler  bien  des  fois,  ces  sections  restenl  sensiblement 
et  normales  de  sorte  que  l'allongement  ou  le  raccourcissement 


verses  fibres  est  toujours  egal  a  - 


c'est-a-dire  que,    pour    une 
M 


Pig.  1S5 

valeur  de  p,  il  est  proportionnel  a  la  distance  e  qui  les  separe  de 
i  des  flbres  invariables  (')  {%  43),  mais,  la  limile  d'elasticite  etant  d6- 

pour  un  certain  nombre  d'entre  elles,  les  efForts  qui  ies  sollicitent, 
1  d'obeir  a  la  mgme  loi  de  proporlionnalite,  sonl  representes 
1  ordonnees  (,  (positives  ou  negatives)  d'une  cerlaine  courbe 
li  ne  se  confond  avec  une  ligne  droite  que  dans  le  voisinage  du 

et  doht  Tune  des  ordonnees  extremes  mM,  nN  est,  lors  du  com- 
Qient  de  la  rupture,  egale  a  la  cliarge,  par  traction  ou  par  com- 
•n,  qui  determine  la  desorganisation  de  la  matiere  (*).  Comme 
in  d'equilibre,  on  a  a  cet  instant,  en  appelant  M,  ie  moment 
iant  correspondant, 

M,  == /(..  dw  X  « 

1,  en  designant  par  a  la  largeur  de  la  piece  au  point  considere, 


M, =  /"(..  a.e.de 


la  proporlionnalite  entre  les  deformations  et  ies  forces  elastiques 

atrae  noui  le  Terrons  tout  i  I'heiire,  eette  ligoe  est  &lore  diSfrente,  eo  g6n^1.  de  Mlle 

par  les  cenlres  de  graTlM  des  aectioiie;  elle  iirie  mAine  de  pasition  d'an  iu>[an(  h  l'aa- 

it  la  vileur  de  Ib  force  QichissBnte. 

te  tb£orie  de  l>  raplure  pir  lleiion  qa'on  Irouien  loDgnement  d^Teloppi!«  dans  li  A^iu- 

t  eorpt  tolidet  p*r  NiTier  el  de  Salnl   Venanl  (pageSG  etsniTantei)  a  &16,  dapnit  lon. 

s  un  grand  noiobre  de  fois.  Voir  en  particulier  les  Aimales  d«i  Minet,  3^  aemeetre  de 

315. 


^^ 
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avait  lieu  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  la  courbe  MaN  devrait  evidem- 
ment  etre  remplacee  par  la  droite  Ma,N  et  le  moment  flechissant  de 
rupture  serait,  dans  cetle  hypothese,  egal  non  pas  a  M,  mais  a 


M  =  /  t.  dtaX  e=^  I  t,a,  e.  de 


D'apres  ce  que  nous  savons  sur  la  forme  des  courbes  qui  representent 
les  allongements  et  les  compressions  en  fonction  des  eflforts  qui  les  pro- 
duisent,  t^  est  plus  grand  que  /,  et  on  a  par  consequent 

M,  >M 

c'est^a-dire  que  la  valeur  reelie  du  moment  de  flexion  necessaire  pour 
produire  la  rupture  est  plus  grande  que  la  quantite  M  qu'on  deduirait 
de  la  formule  connue 

V 

si  on  appliquait,  a  tort,  cette  derniere  au  cas  actuel  en  y  prenant  R  egal 
a  la  charge  de  rupture  par  millimetre  carre  relative  a  la  traction  ou  a 
la  compression.  Pour  exprimer  le  meme  fait  d'une  autre  facon,  on  peut 
encore  dire  que  le  nombre  R,  calcule  brutalement  au  moyen  de  la  relation 

est  notablement  plus  grand  que  R  et  ne  represente  nullement  la  charge 
par  millimetre  carre  qui,  dans  les  essais  de  traction  ou  de  compression, 
determine  la  separation  des  molecules.  Une  reserve  cependant  est  a 
faire :  si,  en  eflfet,  on  opere  sur  un  corps,  tel  que  Tacier  tres  duret  peu 
ou  point  ductile,  dont  Telasticite  se  maintient  presque  jusqu'a  la  rup- 
ture,  il  est  bien  clair  que  la  courbe  MaN  et  la  droite  Ma^N  se  confondent 
sensiblement  Tune  avec  Tautre  et  que,  pour  ces  matieres  exception- 
nelles,  on  a  a  peupresM  =  M,  et  R  =  Rj(*).  Les  nombreuses  experiences 
failes  par  divers  experimentateurs  et  en  particulier  par  Bauschinger 


(1)  A  ce  eas  partiealier  il  faudrait  ^Tidemment  joiodre  celui  oili  la  pi^  flfebie  serait  constitude 
par  deax  semelles  tr6s  miDces  r^anies  par  une  Ame  d'dpaissear  n^ligeable ;  on  n'aarait  plns  en  effet 
alors  que  deax  simples  bandes  travaillant  d'une  mani^re  uniforme  l'ane  k  la  traction,  Taatre  k  ia 
compression ;  mais  ce  cas  n'a  rien  de  pratiqae  en  raison  da  d^Tenement  qui  se  produirait  bien 
avant  la  ruptare  des  semelles. 


'ment  entierement  les  divers  resultats  theoriques  qui  viennent 
;  indiques. 

nme  on  le  remarquera,  la  courbe  MaN  qui  donne  la  charge  par 
letre  caire  (,  d'une  fibre  en  fonction  de  la  distance  e  {charge  qui, 
une  valeur  donnee  du  rayon  de  courbure  p  de  la  ligne  neutre,  est 
irtionnelle  a  l'aUongemenl  ou  au  raccourcissement  de  cette  flbre) 
it  pas  differer  beaucoup  de  ceUes  qu'on  releverait  dans  des  essais 
,s  de  Iraction  et  de  compression.  Si  ron  suppose  ces  dernieres 
les,  rintegrale 


-i&,=Jt,.a.e.de 


i'evaluer  facilemenl  puisque  c'est  le  moment  par  rapport  a  l'flxe  m' 
surface  dont  les  ordonnees  seraient  e  et  les  abscisses  (,.  a ;  sa  de- 


nation  graphique  ne  presente  aucune  difficulte.  Examinons  en  par- 
?r  le  cas  ou  l'epaisseur  a  de  la  section  Iransversale  consideree  est 
anle  et  oii  les  deux  courbes  a  M,  a  N  relatives  a  la  traction  el  a  la 
ression  sont  supposees  les  memes ;  on  a  alors 


M,: 


aji,.e.de 


3n  en  appelant  A  chacune  des  aires  curvilignes  indiqu^es  par  des 
ires  sur  la  figure  186, 


M,  =  2  a  X  Moment  de  Taire  A 


Or,  eti  verlu  de  la  forme  des  courbes  de  tra 
on  cst  certain  qu'on  a 

Homent  de  Taire  A  <  Moment  du  rect 

<E.|x| 
On  peut  donc  ecrire 

M.<|R.a.  S* 

D'autre  parl  la  formule  habituollc  de  la  flexio 
plus  haut, 


M=£^ 

onne,  dans  le  cas  actuet. 

M=|a..i. 

On  deduil  de  la 

M,  ^  3 
H<-2 

M,<5M 

ou,  ce  qui  revient  au  mfime  d'apres  ce  qui  prei 

r,<|r 

Le  nombre  R,  deduit  de  la  formule  M,  =  -^ 

a  pres  de  i  ,8  fois  la  charge  de  nipture  R  deterra 
directes  de  traction  ou  de  compression,  sans  toul 
Or  rexperience  prouve  qu'il  le  depasse  parfoi: 
fail  si  justement  remarquer  de  Saint-Venant,  i 
et  «N  relatives  ii  Textension  et  a  la  compressioi 
blement  l'une  de  Tautre.  Dans  le  cas  de  la  font 
resiste  beaucoup  mieux  au  second  genre  d'efl 
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irbes  en  question  peuvenl  affecter  une  forme  telle  que  celle  de  la 
iire  187;  la  ligne  des  fibres  neulres  ou  invariables  «P  ne  passe  plus 
rs  par  le  milieu  de  la  hauteur  mn,  mais  en  un  poinl  z  tel  cpi^on  ait. 


Traoti 


Fig.  187 

ecrivant  que  les  forces  interieures  projetees  sur  ap  donnent  une 
nme  nulle  ou  sensiblement  nuUe  (§  43  e(  44), 


/'••""+/''•""= ° 


etanl  considere  comme  n^gatif),  ou  bien,  si  Tepaisseur  o  est  con- 
Rle, 

a.ft,.de+a.J'e,.dt  =  o 


aire  A  =  aire  A' 

i.  mesure  que  la  fatigue  de  la  piece  augmente,  la  fibre  neulre 
oigne  donc  de  celte  qui  est  en  danger  de  se  rompre;  il  resulte  de  la 
accroissement  notable  des  bras  de  levier  e,  et  par  suite,  dumomenl 
hissant  M|  auquel  le  corps  peul  resister  sans  se  briser  dans  le  point 
)lu3  expose.  Des  fails  analogues  onteteconstalesadiverses  reprises 
des  barreaux  de  fer  et  d'acier;  il  a  eLe  trouve  par  exemple,  sur  un 
lantillon  a  section carree  de  ce  demier  metal,  des  variations de  longueur 
30  7.  dans  la  partielaplus  etendue  «iM  etden,S78  seulement  dans 

63 


itre  nN,  cequi  place  le  point  «  aux  oiyXvrs" 


100 


de  la  hauteur ; 
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dans  un  autre  essai  lea  chifTres  ci-dessus  ont  ete 
Celte  nouveile  cause,  jointe  a  celle  que  nous  avo: 
rheure,  influe  d'une  maniere  sensible  sur  la  vale 
empirique 


=  M,. 


et  explique  pourquoi  R,  peut  depasser,  dans  les  piecf 
gulaire,  le  maximum  -s-  R  que  nous  avions  d'abord 
assigner.  Des  essais  de  ce  genre  entrepris  sur  des 
donne  pour  le  rapport  -^  des  nombres  variant  de  1, 
a  2,00  et  un  peu  au-dela,  ce  qui  concorde  assez  bien 
rations  theoriques  qui  precedent  (*). 

Comme  M.  Considere  Ta  fait  remarquer  avec  bej 
la  ductilite  de  Vacier  sur  lequel  on  opere  a  une  in 
rable  sur  le  phenomene ;  grace  a  cette  fa- 
culte  d'un  grand  allongement  extrfeme,  les 
fibres  les  plus  etendues  m  peuvent  en  effet, 
sans  se  rompre,  conttnuer  a  8'etirer  pen- 
dant  longtemps;  la  ligne  ap  des  fibres  inva- 
riables  s'eloigne  alors  de  plus  en  p)us  du 
centre  sans  determiner  cependant  la  dis- 
jonction  de  la  matiere,  et,  comme  nous  Tavons  vu 
moment  flecbissant  M,  augmente  d'une  maniere  se 
tivement  avec  des  aciers  extra-doux  qu'on  a  obtem 

tt'  des  chitrres  egaux  et  mSmes  superieurs  a  i. 


^ 


§  136.  —  Ddtermliiatlon  pratique  da  mome 
poar  prodaire  la  rapture  pai 


Le  calcul  du  moment  flechissant  M,  necessaire  pou 
donnee,  ayant  une  section  de  forme  quelconque,  ex 

(1)  Vsir  1«8  AnnalM  da  Pontt  et  Chautt^tt,  1"  «emMtrs  1885,  p 
{i)  Voir  muimoint  de  ta  SociSti  det  InginUan  CiviU,  ■note  1 
nata  det  Pmlt  et  Chaiutett,  \"  vanMtn  1885,  p.  610  et  6S0, 


■      A 


';*r? 


^a'. 


4.; 


¥^^*.' 


5«'    i 

«1. 


fw     ■■ 
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sance  complete  des  courbes  d*allongement  et  de  compression  dont  nous 
avons  parle  au  paragraphe  precedent  et  au  sujet  desquelles  on  ne  sait 
en  general  rien  de  parfaitement  precis ;  aussi  est-il  utile  d'avoir  a  sa 
disposition  un  autre  moyen  pour  determiner  le  moment  en  question;  on 
peut  pour  cela  s*appuyer  sur  les  considerations  suivantes : 


N  ^— - 


Fig.  189 


Soient  A  et  B  deux  poutres  de  formes  semblables  et  de  meme  matiere, 
supposees  rendues  chacune  au  moment  oii  la  rupture  va  se  produire 
aux  points  m  et  m\  Tra^ons,  comme  tout  a  Theure,  les  courbes  d'allon- 
gement  et  de  compression  dans  lesquelles  les  charges  par  millimetre 
carre  twM,  m'M*  sont  evidemment  egales  puisque  ce  sont  celles  qui,  de 
part  et  d'autre,  provoquentla  separation  des  molecules;  nous  avons 
alors,  en  appelant  M,  et  M,  les  deux  moments  flechissants  de  rupture, 


n-  •  - 


M|=  /  f,.  a,e.  de 
M^=  ft,.c^.e\de* 


.V 


*£> 


D'autre  part  nous  avons  vu  (§  135)  que  les  sections  transversales  pri- 
mitivement  planes  et  normales  ne  cessent  pas  de  Tetre  sensiblement,  et 
par  consequent  les  allongements  et  les  raccourcissements  peuvent  etre 
consideres  comme  proportionnels  a  leurs  distances  a  Taxe  neutre  a  et  a*; 
dans  ces  conditions,  il  est  clair  que  les  courbes  MaN,  M'a  N',  qui  ont  des 
ordonnees  extremes  egales  mM  =  m*M*,  ne  different  Tune  de  Tautre 
que  par  les  proportions  des  abscisses  e,  de  sorte  que,  pour  les  points 

homologues  des  deux  sections  transversales,  on  a  <,  =  ^, ;  le  rapport  rr* 
est  donc  egal  a  celui  des  produits  a.e.de,  a\e\de^  qui  sont  evidemment 


entre  eux  comrae  les  cubes  des  dimensions  h 
appelant  7  te  rapporl  de  similitude, 


De  la  decoule  immediatemenl  la  regle  su 
poutre  B  pour  laquelle  on  a  beBoin  de  connaitr 
capable  de  determiner  la  rupture,  on  const 

■1 
traire  - '  un  raodele  de  1a  piece  en  question  ( 

mentalement  son  momenl  de  rupture  M,  en  Ii 
conditions  que  la  poutre  B;  M,  etanl  ainsi  coi 
diatement  M,  par  la  relation 

M.  =  M..-r, 

el  le  probleme  propose  sera  resolu  a  condil 
identite  de  matiere  entre  Je  petil  modele  et  la 


1.V  { 


Rg.  190 

Comme  Ta  montre  de  Saint-Venant,  la  pn 
susceptible  d'une  plus  grande  generalite :  s 
poutres  considerees  A  et  B  aient  des  sections 
puisse  passer  de  Tune  a  Tautre  en  amplifiant 
rapports  ditTerents  7  et  S  les  ordonnees  a  et  1 
laires  a  la  ligne  dos  tibres  invariables,  on  a  e 


e.  de 
t'.  de' '' 


•    §  187 

on  en  conclut 
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M.    _         R. 


Cette  formule  est  susceptible  de  nombreuses  applications  dans  la 
pratique;  elle  montre  par  exemple  que  la  rupture  de  deux  barres  a 
sections  rectangulaires  est  proportionnelle  a  leurs  largeurs  et  au  carre 
de  leurs  hauteurs.  La  meme  i^elation  est  applicable  a  deux  ellipses  et  en 
general  a  toutes  les  surfaces  qui  peuvent  se  transformer  Fune  dans 
Tautre  en  multipliant  les  abscisses  et  les  ordonnees  par  deux  coefBcients 
numeriques  quelconques. 


§  137.  —  Ddtermination  pratique  du  moment  ndcessaire 

pour  produire  la  rupture  par  torsion. 


Lorsqu*une  tige  cylindrique  droite  a  base  circulaire  est  soumise  a  un 
couple  de  torsion,  ce  dernier  donne  lieu,  dans  chaque  section  transver- 
sale,»a  des  glissements  nuls  au  centre  et  maximum  a  la  surface  (§  88); 
par  suite  de  cette  repartition  inegale  des  eflforts  elastiques  il  se  pro- 
duit,  lorsque  la  limite  d'elasticite  est  depassee  en  quelques  points,  des 
phenomenes  analogues  a  ceux  que  nous  avons  signales  pour  la  flexion 
{$  135)  :  les  molecules  de  la  region  centrale,  qui  n'ont  a  supporter 
qu*une  faible  charge,  forcent  celies  de  la  surface  a  retourner,  malgre 
elles,  vers  leurs  positions  premieres.  Ondoit.donc  constater,  commepre- 
cedemment,  une  augmentation  plus  ou  moins  forte  dans  les  charges  par 


Fig.  lyi 

millimetre  carre  qui  correspondent  Tune  au  commencement  des  deforma- 
tions  permanentes  appreciables,  Tautre  a  la  rupture  :  ces  previsions  sont 
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conflrmees  par  rexp^rience.  U  r^sulte  de  la  que  les 
avons  obtenues  dans  relude  de  la  torsion  en  suppo 
n'esl  altevee  en  aucun  point  ne  peuvent  servip  a  ( 
necessaire  pour  produire  ce  genre  de  rupture. 

Pour  arriver  praliquement  a  celte  determination 
cylindre  considere  ABCD  soit  rendu  au  moment  oii 
mencer,  de  telle  sorle  qu'a  la  surface  le  glissement 
mum  i"  a  partir  de  laquelle  se  produit  la  desorganis 
dont  le  corps  est  forme;  si  l'on  appelle  M'  le  momei 
q  l'efrort  de  cisalllement  par  milUmetre  carre  qui 
distance  e  du  centre,  sur  un  petit  element  Am,  oa  a  < 

M'  =  ^q.  dto.  e 

Pour  un  autre  cylindre  de  diametre  different  et  de 
se  Irouve  anive,  comme  le  precedent,  a  rinstant  ( 
pnjduire,  on  a 


=/,.., 


En  nous  plaeant  dans  le  meme  ordre  d'idees  q 
(§  136),  on  est  amenea  reconnaitre  que,  en  raison  d 
deux  surfaces  eonsiderees,  les  glissemenls  se  reparl 
maniere  dans  leur  etendue  et,  comme  ils  sont  nula  Tun 
avec  la  meme  valeur  a  la  surface,  on  admeltra  faclleme 
dans  les  points  homologues  des  deux  sections.  E: 

dans  les  deux  expressions  ci-dessus,  (mz.q  —  ^; 

donc  le  meuic  (jue  celui  des  expressions  (iu'.e'  et 
qu'en  appelant  (f  el  (f  les  diametres  des  deux  cylind 


Les  momenls  de  rupture  sont  donc  proportionn 
diametres ;  on  deduit  inmiediatement  de  la  le  m 
moment  M',  apres  avoir  prealablement  fail  une  expt 
sur  un  cylindre  de  petit  diametre  <i  fait  avec  la  me 
corps  considere. 
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^y  Le  raisonnement  qui  precede  et  le  procede  pratique  qui  en  decoule 

|r  sont  applicables  non  seulement  a  des  cylindres  droits  a  bases  circu- 

I"  laires,  mais  encore  a  des  tiges  geometriquement  semblables  dont  les 

|-.f  sections,   constantes   ou   non,   affectent  une  forme  quelconque  :  les 

Ul  memes  considerations  de  similitude  montrent  que  le  rapport  de  leurs 

§  '  moments  de  rupture  est  le  m6me  que  celui  des  cubes  de  leurs  dimen- 

P.  sions  homologues. 

p:  Ces  resultats,  qui  sont  dus  aux  savantes  recherches  de  de  Saint- 

I  /  Venant,  suffisent  aux  besoins  de  la  pratique  et  la  determination  du 

!'•;  moment  de  rupture  d'un  corps  soumis  a  des  efforts  de  torsion  est  un 

^;  probleme  que  nous  avons  maintenantle  moyen  de  resoudre  dans  toutes 

les  circonstances. 


^ 


CHAPITRE  IX 


SOLIDES  D'fiGALE  RfiSISTANGE. 
SOLIDES  DE  GHARGE  UNIFORME. 


SOLIDES  D'EGALE  RESISTA 


§  138.  —  Avantages  que  prdsentent  les  solidi 
d'dgale  rdslstance. 

Un  corps  elant  soumis  a  des  efforts  de  traction,  de  compn 
flexion  ou  de  torsion,  nous  avons  appris  a  calculer  la  char| 
fibre  la  plus  fatiguee  dans  cliaque  section  transversale ;  il  y 
ment  interet,  au  point  de  vue  de  la  legerete  el  par  suile  de  1' 
a  faire  en  sorte  que,  dans  les  diverses  seclions,  cette  charge 
R  atteigne  au  mcme  moiiient  la  plus  grande  valeur  possible  c 
avec  la  securile  de  la  construction.  Quand  celle  condition  es 
on  dil  que  le  solide  est  A'egale  resistance. 

Les  solides  d'egale  resistance  sonl 
avantageux  non  seulement  au  point 
de  vue  de  ia  legerete  el  de  Tecono- 
mie,  mais  aussi  sous  le  rapporl  de  la 
re;istance  aus  aclions  dynamiques : 
prenons  par  exemple  une  poutre  de 
section  constante.  encastree  enAB  et 
soumise  a  son  exlremite  a  une  force  '''**  ^^ 

normale  P  ;  diminuons  ses  seclions 

transversales  depuisAB  jusqu'enCD,de  lelle  sorleque  lavalei 
duitederequationR=P.^T  soit  egale,  surtoute  lalongueurde 
la  charge  de  securite  admise  en  pratique ;  nous  aurons  alors 
d'egale  resistance  capable  de  supporler  !e  m6me  poids  Pque 
ment,  mais  prenant  evidemment  une  fleche  plus  grande  qi 
primitif  et  susceplible  par  conseqnenL  d'absorber,  en  se  defo: 
force  vive  ou  un  Iravail  plus  grands.  En  d'autres  termes,  i 
considere,  la  poutre  d'egale  resislance,  lout  en  etant  plus 
Tautre,  lui  est  equivalenle  au  point  de  vue  des  efforts  sl 
fiexioD,  mais  resiste  mieuxqu'elle  aux:  acttons  dynamiques  pi 
flechit  davantage. 


i 

A                 in 

-i 

mnr 

4 

B         ni^_ 

La  reduclion  qu'eprouvenl  les  defopinations  d'un  corps  {sj 
resislance  aux  efforts  sLaliqucs  soit  changee),  lorsqu'on  augn 
ppopos  les  dimensions  de  cnrtaines  sections,  explique  bien  i 
se  fait  qu'on  peut  provoquer  la  cliule  (l'une  construclion  en  f 
la  consolider :  dans  la  premiere  partie  de  ce  Traile  {%  13),  noi 
cite  un  exeniple  frappant  en  pariant  de  tiges  enl 
que  Ton  soumet  a  des  efTorts  de  traction,  et,  san 
j  soin  d'insister  plus  longuenienl  sur  ce  sujet,  noi 
dire  que  toute  augmenlation  de  dimensions  au 
qui  est  necessaire  pour  supporter  avec  securile 
statiques  diminue  la  resislance  dynamigue.  Fair 
,  constilue  donc  pas  un  gage  de  securite ;  ce  qui  im 
de  bien  proportionner  ies  diverses  parties  de  la  c 
qu'on  projette.  Cette  remarque  s'applique  d'ailleurs  non  a 
une  piece  isolee,  mais  encore  a  Tensemble  de  loutes  celles 
tuent  un  systeme  plus  ou  moins  complexe. 

Nous  allons  maintenant  eludier  les  formes  qu'il  convient  { 
quelques  solides  d'egale  resislance. 


§  139.  —  Solldes  d*dgale  rdslstance  &  la  traol 

i"  Cas  oii  on  n^glige  le  poids  de  la  llge.  —  Si  la  tige  soum 
fort  de  tracUon  a  un  poids  assez  faible  pour  qu'il  ne  soit  pas 

fd'en  tenir  compte,  il  suffit  evidemn 
^       donner  une  section  constante  pour 
constitude  en  solide  d'egale  resistance 
quera  d'ailleurs  que,  dans  ce  cas,  cha 
transversale  supporte  non  seulemei 
cliarge  maximum,  mais  encore  la  mi 
en  lous  ses  points. 
2°  Cas  oU  on  tient  compte  du  poids 
—  Lorsqu'il  s'agit  d'une  tige  verticali 
longueur  (tige  de  pompe  ou  cable  d' 
Fig.  194  mine  par  exemple),  il  est  necessai: 

compte  de  son  poids.  Soit  ABGD  le  sc 
resislance  de  densite  S  dont  nous  voulons  trouver  la  form 
conditions;  appelons  S  ta  surface  d'une  section  transversale 
«1 «  et  R  la  cbarge  par  millimetre  carre  que  nous  voulons  lui 
On  a 


r 


'■+/> 


ce  qui  donne  en  differenliant,  It  elaat  constaiit  par  liypotliese  poi 
les  sections, 

R.  <iS  =  8.6.  dx 

<IS       3      , 
8  =  K-  ''* 

et  par  suile,  en  designant  par  K  une  constante, 


e  etant  la  base  des  logarillimes  neperiens,  c'est-a-dire  2,718. 
Pour  a;  —  o  on  doit  avoir  R.S  =  T,  et  par  consequent 


mm 


d'ou  puui-equation  definitive  donnant  la  fonne  clier- 
cbee 


Dans  la  pratique,  au  lieu  d'adopler  le  contour 
resultant  de  cetle  relation,  on  prend  une  serie  dc 
tigesdont  la  section,cons(anlepourchacuned'elles, 
va  en  augmenlant  de  1'une  a  l'aulre  etse  calcule  dc 
proclie  en  proclie  avec  la  plus  grande  facilite :  ap- 
pelons  en  effel «,  «',  «",....  les  seclions  successives, 
l,r,l", les  longueurs  correspondanles ;  on  a 

R.«  =  T  -|-«./.s 


•■'■'■-^fTm'-*-: 
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ce  qui  donne 
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s  = 


R  — /.  8 


,  _T+8.  /.5 
*  ""  R  -  r.  8' 


equations  qui  permettent  de  calculer  successivement  s,  8\  s", 


§  140.  —  Solides  d'dgale  rdsistance  &  la  compression. 


I 
I 


1/ 


Fig.  196 


Lorsque  le  solide  comprime  est  tres  court,  il  est  d'egale 
resistance  s'il  a  une  section  constante.  Dans  le  cas  con- 
traire  il  tend,  comme  on  le  sait,  a  flechir,  de  sorte  que 
c'est  la  partie  milieu  qui  fatigue  le  plus ;  il  est  donc  clair 
qu'il  doit  etre  renforce  dans  cette  region.  Le  calcul  de 
Taugmentation  de  section  qu'il  convient  de  lui  donner  est 
assez  complique  et  conduit  a  ce  resultat  que,  pour  un 
corps  plein,  la  section  milieu,  supposee  semblable  a  celle 
des  extremites,  doit  avoir  des  dimensions  lineaires  dou- 
bles  environ ;  dans  la  pratique  on  se  borne  en  general  a 
les  augmenter  dans  un  rapport  voisin  de  celui  de  1  a  1,§. 


§  141 .  —  Solides  d*6gale  r^sistance  &  la  flezion. 


L  Pidce  encastree  d  une  extremite  et  chargee  d  Vautre  dCun  poids  P. 

Soit  ABD  une  poutre  d'egale  resistance 
encastree  en  AB  et  portant  a  son  autre 
extremile  un  poids  P;  pour  une  section 
transversale  quelconque  m  w  on  a,  en 
adoptant  nos  notations  habituelles, 


R.  I 


zzzF.X 


Fig.  197 


I_  P 


W^' 


La  piece  sera  d'egale  resislance  si  R  est  constant, 
en  designant  par  K  une  quanlite  constante, 


relation  qui  peut  etre  salisfaite  d'une  indnile  de  mani< 
par  exemple  que  les  sections  transversales  soient  d 
appelons  a  elb  les  deux  c6te3  de  celui  qui  constitue  la 
avons  alors 


equalion  qui  peut,  etle-meme,  donner  lieu  a  une  foule  i 
1"  iraposons-nous  par  exemple  la  condition  que  la  lai 
slanle;  nous  aurons 

b'  =  ,«=K'.a; 


Les  hauteurs  sont  les  ordonnees  d'une  parabole  ayat 
les  distances  a  l'extremite  libre  D;  d'ou  le  contour  ADH 


,  M 

iV^ 

-i 

-^^-^^ 
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On  te  remplace  quelquefois  par  Tun  de  ceux  qui  sotit  n 
Sgure  199,  et  dans  lesquels  ies  memes  hauteurs  b  soni 
sous  ou  au  dessus  de  rhorizontale  AD.  Comme  Yi 
M.  Kesal,  cette  maniere  d'operer  est  inexacte  au  point  < 
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parce  (|ue  les  diverses  seclions  Iransversales  considerees  ne  sont  pas 
normales  a  la  flbre  moyenne  HD,  comme  le  suppose  la  th^orie ;  mais  il 
ost  facile  de  comprendre  que  Terreur  ainsi  commise  a,  en  general,  peu 
d'importance ;  on  peut  d*ailieurs  en  tenir  compte  en  appliquant  la  regle 
pratique  donnee  a  ce  sujet  par  M.  Leaute  (*). 

2**  Si  Ton  suppose  que  ce  n'est  pas  la  largeur,  mais  la  hauteur  qui  est 
conslante,  on  a 

6  K      _  „, 

de  la  resulte  la  forme  qui  est  representee  par  la  figure  200  et  dont  nous 
aurons  Toccasion  de  parler  a  propos  de  ressorts  de  flexion  (g  211).  On 


Vvr.y'''  h'"^ 


Fig.  2«  0 


Fig.  201 


remarquera  que,  dans  ce  cas,  la  flexion  a  lieu  suivant  un  arc  de  cercle 
puisque 

P  =  -jT-  =  '^■rr  =  constante 

3^  Lorsqu*on  se  donne  la  condition  ?  =  constanle  =  K',  1'equation  ci- 
dossus  devient 

l^  =  K".  X 
ce  qui  donne  les  deux  contours  paraboliques  de  la  figure  201. 


^ 


(1)  Voir  les  Comples-Rendus  de  VAcad^ie  des  Sciences,  deaxi^me  semestrc  1882,  p.  1219. 


4"  Supposons  qu'au  lieu  d'un  reclangle  nous  ayons  pour  se( 
cerele;  alors 


82 
=  K.  I 


1 


«quation  qui  donne  le  conlour  paraboUque 

de  la  figure  202.  Fig.  soj 

II.  Ptice  encaslree  &  une  exlremite  et  uniformimenl  chargee. 
avons,  dans  ce  cas,  en  appelant  p  le  poids  uniformement  rej 
millimetre  courant 

R- 1  —  1       , 


Cette  equalion  peul  elre  satisfaite  d'une  inflnite  de  manieres 
1"  Si,  en  particulier,  lasection  est  reclan- 
gulaire,  on  a 

1«.  »■  =  K.  X' 


de  sorte  que,  si  la  largeur  a  est  constante, 

6  =1  K'.  X 

D'ou  le  profil  represente  par  la  figure  203. 
2*  Si  la  Iiauleur  6  esl  partoul  la  meme 

«  =  K'.  X' 
d'ou  une  forme  parabolique.  Pig,  203 

3"  Si  on  s'imposo  la  condilion  ^  =  conslanle  =  K'.  Tequati 
raledevient 


Proj  "'■  V 

7/ 

'//, 

■;/,, 

^/ 

Prtfj  •"  h 

r/. 

\" 

"'/; 

K'.  V  =K. : 


4"  Si  on  a  affaire  a  une  surface  de  revolulion  au  lieu  d'un  n 
alors 


-.-«5.' 
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111.  Piece  soumise  d  des  forces  normales  quelconques.  —  Si,  au  lieu 
de  la  distribuiion  simpie  que  nous  avons  supposee,  on  a  une  poutre 
soumise  a  des  forces  normales  quelconques,  on  determinera  d'abord  le 
moment  flechissant  M  qui  sollicite  chaque  section  transversale  (§  56)  et 
on  ecrira  simplement  que  11  est  constant  dans  la  relation 

V 

c'est-a-dire  que 

I 

-  =  constante  X  M 

V 

En  adoptant  un  profil  tel  que  le  rapport  -  satisfasse  a  cette  relation, 

on  obtiendra  evidemment  un  solide  d'egale  resistance  soit  plein,  soit  a 
ame  evidee  suivant  le  dispositif  qu'on  voudra  realiser. 


§  142.  —  Sections  qu'il  convient  de  donner  auz  solides 
d*6gale  rdsistance,  1&  oti  le  moment  fldchissant  est  nul. 

Formes  pratiques  de  ces  solides. 


Dans  les  formules  que  nous  venons  de  donner,  nous  avons  complete- 
ment  laisse  de  c6te  les  forces  de  glissement ;  ces  dernieres  n'augmen- 
tent  pas  en  efifet  la  fatigue  due  au  fait  proprement  dit  de  la  flexion 
(§  50)  et,  dans  les  pieces  pleines,  leur  influence  est  meme  completement 
negligeable  des  que  le  bras  de  levier  de  la  force  flechissante  atteint  ou 
depasse  environ  trois  fois  la  hauteur  de  la  piece.  II  est  clair  cependant 
que  cette  maniere  d'agir  cesse  d'etre  admissiblelaodle  moment  flechis- 
sant  est  nul  ou  tres  faible  sans  qu*il  en  soit  de  meme  pour  refifort  tran- 
chant;  c'est  ce  qui  se  presente  pour  le  bout  libre  d'unepiece  encastree, 
pour  les  extremites  d*une  poutre  reposant  sur  deux  appuis  (§  74  et  75), 
ou  encore  pour  certaines  sections  intermediaires  des  pieces  etudiees 
precedemment  (§  76  et  suivants).  Pour  nous  conformer  aux  regles  que 
nous  avons  indiquees  (§  50),  il  faudrait,  pour  ces  diverses  sections,  cal- 
culer  la  valeiu»  maximum  des  glissements  longitudinaux  qui  se  produi- 
sent  aux  divers  points  de  la  section  transversale  consideree,  mais  une 
solution  beaucoup  plus  simple  et  cependant  suffisante  dans  la  pratique 
consistera  a  supposer  le  cisaillement  uniformement  reparti  et  a  forcer 
ensuite  notablement  les  dimensions  ainsi  calculces ;  c'est  effeclivemenl 


E^" 
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a  ce  demiep  parli  qu'on  s'arrfite  quand  onprend,  coinme  onlefailj 
souvent»  la  hauleur  des  parties  exlremes  d'une  piece  de  ce  genre  < 
a  environ  la  moitie  de  la  hauteur  raaximum  et  meme  plus  forte  enc 
d'autres  fois  on  se  borne  a  faire  marcher  legerement  du  cflte  de  Te 
mite  libre  le  contour  d'egale  resistance  de  facon  a  avoir  une  se( 
sufBsamment  grande  au  point  d'ap- 

plicationdelaforce.Notonsenoulre        | r- 

que  la  longueur  de  !a  partie  AB  qui     ^^lTi      — ^^ a]7 

pepose  sur  les  poinls  d'appui  doit     l''^/^'^  [,'■ 

etre  assez  grande  pour  qu'il  n'y  ait  ~ 

ni  ecrasement,  ni  meme  defopnia-  '*' 

tion  trop  ppononcee ;  on  la  fait  souvent  egale  a  la  plus  gpande  haute 
Poup  terminer  ce  qui  concerne  ce  sujel,  nous  ferons  pemarquer 
les  contours  curvilignes  obtenus  precedemment  ne  sonl  guere  ad 
sibles  que  pour  des  pieces  oblenues  par  voie  de  fusion ;  pour  les  ai 
il  est  necessaire  d'adopter  des  fornies  geometriques  plus  simples  t 
que  troncs  de  c6nes,  troncs  de  pyramides,  prismes  tronques,  etc,  i 
lesquelles  les  sections  exlpemes  onl  une  aire  suffisante  pour  pesis' 
la  fopce  qui  tend  a  les  cisaiUer,  el,  pour  qu'on  ait  une  enliere  secii 
il  convient  qu'elles  soient  toul  entieres  extepieui-es  aux  sotides  d't 
pesislance  donl  nous  avons  appris  adeterminepleHfonuesgeomotrl 
exacles.  S'il  s'agil  enfin  de  poutres  en  bois,  on  se  gardera  bien, 
dans  des  cipconstances  exceptionnelles,  de  leur  faire  subir  en  di 
points  des  reductions  d'echantitIons  qui  auraienl  le  grand  inconvei 
de  trancher  leur  fil,  sans  que  les  dechels  obtenus  soient  suscepl 
d'elre  employes  utilemenl. 


$  143.  —  Fldches  des  solides  d*dgale  rdsiatanoe  &  la  flez 

Si  nous  considerons  deux  solides  ayant  les  memes  dimensions  < 
la  section  transversale  la  plus  faliguee  et  dont  Tun  est  d'egale  r 
tance  tandis  que  Tautpe  n'a  pas  subi  de  reduction  d'echantiIlons,  i 
clair  que  le  premier,  sous  Taction  des  memes  forces  que  le  sec 
prend  une  fleche  plus  gpande.  On  a  en  effet,  en  veptu  d'une  rel; 
connue  (§  44), 

E.  I_„ 
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is  la  poulre  d'6gale  resistance,  I  a  une  valeur  plus  faible  que 
autre  (sauf  pour  la  section  de  fatigue  maximum) ;  p  est  donc  plus 
our  une  meme  valeur  de  M  et  par  suite  la  fleche  est  plus  forte. 
etermination  de  la  fieche  dans  les  solides  d'egale  resislance  se 
ir  les  procedes  generaux  qui  ont  ete  indiques  au  paragraphe  58 
is  poutres  droites  de  forme  quelconque.  Dans  quelques  cas  sim- 
1  peut  aussi  robtenir  algebriquement,  mais  il  est  necessaire  que 
our  de  la  picce  soit  bten  celui  qui  est  donne  par  les  equations 
d'egale  resistance  a  In  flexion  et  n'ait  pas 
subi,  a  ses  extremites  libres  par  exemple, 
l'uugmcntalion  de  section  dont  nous  avons 
parle  tout  a  Theure  (§  U2).  Corame  cas  Ires 
siniple,  prenons  celui  de  la  poutre  droite  de 
largeur  constanle  encastree  a  une  extremite 
et  supportanl  a  Tautre  une  charge  nor- 
male  P ;  on  a  alors  pour  equation  de  la 
fibre  moyenne  deformee 


E 


E.  I.^=P.x 
tix' 


Pig.  !05 

argeur  a  etanl  supposce  constante,  la  hauteur  b  est  assujettie  a 
lion  (§141) 

R.  ia.i'  =  l'.x 


[ualion  de  la  fibre  deformee  est  donc 


grant  et  en  remarquant  q 


donne  en  integrant  et  en  remarquant  que,  pour  x  =  L,  on  a 
o  et  y  =;  0 


r 


Pour  avoir  la  fleche  f,  nous  n^avons  plus  qu'a  faire  x  = 
ci-dessus;  en  a  donc 


Si  la  poutre,  au  lieu  d'elre  d'egale  resistance,  avait  p 
section  qu'a  rencastrement,  la  flecbe  aurait  pour  valeur 


ou  bien,  en  verlu  de  la  relation  h*  = 

'   ~  rEV  ~6P 

el  par  consequent 

/'  =  2/ 

La  fleche  du  solide  d'ega]e  resistance  est  double  de  c< 
la  poutre  de  seclion  constante. 

Les  autres  cas  se  traiteraient  d'une  inaniere  analogue, 
legration  serait  en  general  beaucoup  plus  compliquee.  i 
posee  sur  deux  appuis  et  uniformenient  chargee,  on  troi 
lier,  pour  le  soiide  d'egale  resislance  auquel  on  donne  u 
stanle 

/'  ~  envirou  =  /. 


%  144.  —  SoUdes  d*dgale  r^Blstanoe  &  la  tt 


Si  la  piece  est  soUicilee  par  un  couple  unique  silue 
extr^mites,  la  forme  d'egale  resistance  est  evidemmen 
lindre  droit  a  base  circulaire.  Dans  le  cas  de  couples  m 
melre  d  d'une  seclion  transversale  sur  laquelle  agit  u 
donne  par  la  relation  suivante  {$  91)  dans  laquelle  It 


charge  coDStante  de  glissement  par  millimelre  caire  qi 
les  fibres  qui  fatiguent  le  plus 


sale  consideree. 


SOLIDES 
DE  CHARGE  UNIF 


§  145.  —  D^flnltion  des  solldes  de  olit 


Nous  venons  d'eludier  ta  forme  qu'il  convient 
wur  que,  dans  toutes  les  seclions  transversales 
'es  plus  charg4es  soit  ta  meme ;  il  y  a  evidemnr 
point  de  vue  de  1'economie  de  matiere  et  nous  ; 
:omment,  toul  en  satisfaisant  a  ta  condition  pi 
jutre  faire  en  sorle  que  tous  les  poinls  de  chaq 
mpportent  precisement  cette  meme  charge  masi: 
le  nom  de  solides  de  charge  uniforme  a  ceux  dai 
Lum  se  trouve  reatise. 


§  146.  —  SoUdes  de  cbarge  uniforme 

Nous  avons  toujoijrs  admis  qu'une  force  de 
fibre  moyenne  d'une  Lige  droiLe,  se  repartit  d' 
dans  toutes  les  sections  transversales ;  les  solide 
traction  sont  donc  en  meme  temps  des  solides 
par  suite  nous  n'avons  rien  de  nouveau  a  dire  a 


§  147.  —  SoUdes  de  otaarge  nniforme  d 

Quand  te  solide  soumis  a  une  force  de  comprt 
satisfera  a  ta  condition  de  cliarge  uniformes'il  s 
Lorsque  au  contraire  la  tongueur  est  assez  grai 


/' 
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de  prendre  en  consideralion  les  phenomenes  deflexion,  ilestclair  qu'on 
devra  donner  au  corps  une  section  qui  soit  celle  d*un  anneau  cylin- 
drique  de  faible  epaisseur;  le  diametre  de  ce  dernier  devra  d'ailleurs 
aller  en  augmentant  depuis  les  extremites  jusqu*au  milieu.  Dans  la  pra- 
tique,  on  pourra  adopter  un  renflement  analogue  a  celui  que  nousavons 
admis  pour  les  supports  pleins  (§  140). 


g  148.  --  Solides  de  oharge  uniforme  &  la  flezlon. 

Dans  toute  section  transversale  soumise  a  un  effort  de  flexion,  la  fa- 
tigue  augmente  a  mesure  qu'on  s'eloigne  de  la  fibre  neutre ;  etant  don- 
nee  la  hauteur  maximum  H  consideree  comme  admissible,  il  conviendra 
donc  de  separer  la  matiere  qu*on  doit  employer,  en  deux  parties  qu'on 


H 

Fig.  206 

eloignera  Tune  de  Tautre  a  la  distance  H.  On  peut  d'ailleurs  varier  de 
beaucoup  de  manieres  le  systeme  auquel  on  aura  recours  et  faire  usage 
par  exemple  de  deux  rectangles  AB,  CD,  de  cornieres,  de  fers  a  T,  de 
tCles  armaturees  de  diverses  manieres,  etc ;  il  s*agira  ensuite  de  reunir 
ces  deux  parties  Tune  avec  Tautre  de  facon  a  en  faire  un  tout  solidaire 
et  a  les  faire  travailler  simultanement  comme  on  le  suppose  dans  la 
theorie  de  la  flexion.  De  nombreux  dispositifs  ont  ete  imagines  dans  ce 
but ;  Tun  des  plus  simples  consiste  a  faire  usage  de  t61es  pleines  verti- 
cales  qu'on  relie  par  des  cornieres  ou  par  tout  autre  moyen  aux  deux 
semelles  supposees  horizontales.  Ges  dernieres  se  calculeront  de  facon  a 
faire  equilibre,  par  leur  allongement  et  leur  compression,  au  momenl 
flechissant;  en  appelant  O  leur  section  totale  et  H  la  distance  de  leurs 
centres  de  gravite,  on  a  sensiblement,  en  les  supposant  egales  (§  65), 


et  par  suite 


H* 
Momeiit  d'inertie  I  =  Q .  -^ 

4 


R .  -^ —  =  Moment  fl^chissant  M 


r 


Si  on  veut  operer  d'une  maniere  plus  ilgoureuse,  on  pe 
O.  -r  ,  prendre  le  moinenl  d'inertie  exact ;  on  n'y  fera  figu 
tiere  contenue  dans  les  semelles.  Quanl  a  rame,  on  la  cal 
resislant  seule  a  reffort  trancliant  parce  que  ce  dernier,  p 
repartition  inegale  dan8  cliaque  section  transversale,  esl 
Buperieure  el  a  la  fibre  inferieure  ;  nous  nous  sommes  ete 
lails  sur  ce  sujet  aux  paragraphes  SO  et  51,  et  il  est  inul 
quent  d'y  revenir. 

L'epaisseur  a  laqueUe  le  calcul  conduit  ainsi  pour  Tame 
ment  tres  faible,  de  sorte  qu'on  est  souvent  oblige  de  Tau 
nepas  avoirdes  tdles  trop  minces  que  le  moindre  chocpf 
roxydation  rongerait  de  suite.  Malgre  cet  accroissement  i 
rame  serait  parfois  sujelte  a  se  voiler  rien  que  par  le  p 
melle  superieure ;  les  forces  de  flexion  pourraienl  egalei 
cet  effet  dans  la  partie  comprimee ;  c'est  poui-quoi  on  a  a 
Tame  double,  comnie  cela  se  fait  pour  les  ponts  metalliqi 
constructions  du  memegenre.  Cette  precaution  n'est  pas 
jours  suffisante  et,  pour  eviter  le  gauchissement  dont  no 
parie  ($  69),  on  fait  un  frequenl  usage  de  eornieres  verl 
rivees  sur  chaque  ame  et  allant  d'une  semelle  a  Tautre. 

Les  poutres  a  ames  pleines  constituees  comme  nous 
dire  sont  dans  d'excellenles  conditions  au  point  de  vue  d' 
leur  construction  est  facile  ainsi  que  ieur  entretien;  on  ( 
avoir  soin,  pour  rendre  le  rivetage  possible,  de  pratiquer  d 
dans  les  ames  quand  cette  operation  ne  peut  se  faire  par 
que  les  poutres  n'onl  pas  des  dtinensions  assez  grandes  f 
d'avoir  acces  dans  leur  interieur.  Nous  verrons  plus  lard 
systeme  de  poutres  a  ames  pleines  n'est  inferieur  a  a 
poinl  de  vue  de  la  legerete ;  il  y  aurail  donc  lieu  de  Te 
maniere  courante  si  son  aspect  massif  ne  le  faisait  rejete 
des  grandes  constructions  et  s'il  n'avait  en  outre  rinconi 
ner  trop  de  prise  au  vent.  On  concoil  cependant  que,  dai 
ou  la  necessite  de  la  legerete  domine  avant  toul,  il  pu 
.  une  excellente  solution  du  probleme  des  poutres  soumis< 
efforls  de  Qexion. 

II  peut  sembler  avantageux,  au  premier  abord,  pour  n 
nomies  de  poids,  d'accroitre  indefiniment  la  hauteur  II 
un  meme  moment  d'inertie  I,  la  section  Q  des  semelles  e 
proportionnelle  a  II'  en  vertude  la  relation 
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mais  il  est  a  pemarquer  quen  augmenlant  II  on  fait varier dans le mSme 

sens  la  hauteur  de  riime  donl  l'epaisseur  ne  peul,  pour  les  raisons  que 

nous  venons  de  donner,  etre  reduite  indefiniment.  On  comprend  donc 

qu'a  partir  d'un  certain  point  on  perde  plus  qu'on  ne  gagne,  et  c'esl 

effeclivemenl  ce  que  confirme  la  pralique.  D'apres  un  usage  generale- 

1  1 

ment  suivi,  la  liauteur  en  queslion  varie  entre  le  1^61  '^  ja  '^®  '^  P^""" 

I 
tee  et  elle  s'abaisse  parfois  jusqu'au  g  ;  quant  a  la  largeur,  elle  ne  doil 

pas  etre  inferieure  aux  0,65  environ  de  ta  dimension  precedenle  afin 
que  la  poulre  ait  une  assiette  suffisante  sur  ses  supports, 

Si  le  moment  flechissant  n'esl  pas  conslant  sur  toute  la  longueur  de 
la  piece,  il  est  necessaire,  pour  la  rendre  aussi  legere  que  possible,  de 

faire  en  sorle  que  rexpression  R.  -  aille  en  diminuant  a  parlir  de  Ten- 

droit  le  plus  charge  de  facon  a  elre  juste  egale,  en  chaque  point,  au 
moment  fleehissant  qui  sollicite  la  section  consideree.  Cetle  diminution 
peut  etre  faite  de  diverses  manieres,  soit  en  diminuant  O  el  en  gar- 
dant  II  constant,  soil  en  faisan  l  Topcration  inverse,  soil  enfin  en  combi- 
nant  entre  elles  cesdeus  solutions.  ]^  premiere  donne  evidemment  des 
semelles  plus  legeres  que  la  seconde,  mais  elle  peut  conduire  a  des 
ames  plus  lourdes  si  T^paisseur  de  ces  demieres  ne  peut  elre  prati- 
quement  aussi  petite  que  1'indique  le  calcul  des  efTorts  tranchants; 
malgre  cela  la  poutre  a  hauteur  constante  est  generalement  plus  legere 
que  celle  a  5me  courbe  ayant  meme  hauteur  maximum ;  elle  est  en 
outre  plus  raide,  c'esl-a-dire  que,  sous  raclion  des  memesforces,  elle 
prend  moins  de  fleche.  On  a  en  effet  pour  une  section  Iransversale 
quelconque  (§  44) 


Pour  une  meme  valeur  de  R,  p  varie  donc  comme  «,  c'est-a-dire  comme 
la  hauteur  de  la  poutre  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  et  par  suite,  toutes 
choses  egales  d'ailleurs,  laplus  haute  est  celle  qui  se  courbe  le  moins. 


'  Solldes  de  oharge  aniror 


r  avoir  un  solide  de  chapge  uniforme  si 
il  faut  eviderament  faire  usage  d'apbres 
moment  unique  de  torsion,  la  forme 
Ire;  dans  le  cas  conlpaire,  il  y  a  lieu  ( 
Qe  sorte  que  la  charge  par  miUimetPe 
•n  a  Tautre  (§  91). 
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^  1S0,  —  Ddflnition  des  syst6mes  8 


Considerons  un  reseau  de  tiges  ou  de  barrea  e 
ituees  toutes  dans  le  meme  plan  el  reunies  ies 
loyen  d'articutations  sans  frottement,  et  supposi 
oil  soumis  a  des  forces  en  nombre  quelconque  q 
■s  reactions  des  points  d'appui  ('),  soient  contt 
n  question,  aient  leurs  points  d^application  «i 
rliculalions  et  se  fassent  equilibre;  nous  admeltoi 
e  chaque  tige  est  assez  faible  pour  ne  produire  s 
^nsible,  ni  faligue  dont  il  soil  utile  de  lenir  comp 
ons  une  barre  lelle  que  GS  (Fig.  207),  elant  eons 
jumise  de  G  en  S  a  aucune  force  exterieure  e 
loment  Hechissant;  la  resultante  R  des  efforts  qui 
iere  G  est  donc  forcement  dirigee  sulvant  GS  (') 
s  diverses  barres  de  Tensemble  considere  sont  ui 
des  forces  de  Iraction  ou  de  compression  dirige 
ieur;  nous  admettrons  d'ailleurs  que  la  charge  de 
une  valeur  inferieure  a  celle  qui  doit  etre  consid 
!use  en  les  exposant  a  flechir  el  que  nous  avons 
ent  (§  112). 

Le  systeme  donlnous  nousoccupons  etanlainsic 
]U3  allons  chercher  quelles  dimensions  il  convi 


(1)  N<Hu  BDppoioDS  an  oulrs  qnc  les  pciuls  d'Bppni,  >r[tcul&  on  od 
mbre  d«  ita\  sautanieiit  el  quc,  quHDd  1«  lysUme  lieiil  i  m  dilaler  c 
b«Min,  s'£laigner  oasenpprocherl^^ment  !'ua  de  rtnln;  dtns 
ces  poinU  d'Bppui  m  diterminent,  comme  pr^^mmeol,  p»r  la  S 
uAquenl  tlre  cousidfrto  comme  connuei  tnui  bien  que  lei  forcei 
(t)  Nons  Terrons  plus  loin  (§  157)  comment  lu  ebotet  se  pusenl  q 
'cet  extdrieoras  •ppUqute*  en  diTen  peintt  de*  tMrm  autim  gite  I 


e  dea  tiges  qui  le  composent  afin  de  le  mettre  en  mesure  de 
r  avec  securite  a  des  forces  exterieures  donneea ;  nous  verrons 
Jculier  qu'ii  est  facile  de  conslituer  )'ensemble  en  systeme  de 
uniforme,  c'est-a-dire  de  faire  en  sorle  que  chaque  barre  sup- 
iar  millimetre  carre  le  maximum  de  charge  compatible  avec  sa 
.  Cette  etude  a  ete  faite  par  M.  Maurice  Levy  dans  un  travail  dont 
llons  utiliser  les  points  principauz  pour  lebutque  nous  avons  en 

rinons  un  systeme  articule  de  forme  quelconque,  mais  constilue 
i  sorte  qu'on  ne  puisse  supprimer  aucune  des  tiges  qui  le  com- 
sans  qu'il  cesse  d'4lre  diftni  de  forme,  ou,  en  d'autres  termes, 
'^nant  pas  de  Hgnes  surabondanteg;  tel  est  par  exemple  celui  qui 


ni.m 


iresente  en  ABC,  tandis  que  le  dispositif  MNPQ  conlient  pius  de 
qu'il  n'est  necessaire  pour  le  conslruire  geometriquement  (une 
),  MP  ou  NQ  par  exemple).  Soit  n  le  nombre  des  points  d'arlicu- 
,  il  faut  deux  coordonnees,  c'est-a-dire  deux  conditions,  pour 
un  point  et  par  consequent  2n  donnees  pour  les  n  poinls; 
)  part  trois  conditions  sont  n^cessaires  pour  fixer  la  position 
Sgure  dans  son  plan ;  nous  pouvons  donc  avoir  2n — 3  conditions 
gueurs  donnees  de  barres  pour  deleminer  geometriquemenl  le 
le  sans  qu'aucune  d'elles  fasse  double  emploi  avec  les  autres. 
utres  termes,  m  etant  le  nombre  des  liges,  si  on  a 

m  =  2n  —  8 

i  pas  de  lignes  surabondantes.  Si,  au  contraire, 
m  — (2n  — 3)est  >  0  =  K 

te  K  lignes  surabondantes  qu'on  peut  supprimer  sans  qne  !a 
geometrique  constitu6e  par  le  systeme  arlicule  cesse   d'elre 


<ir  itStatique  grapbigue  de  HiuricB  Litj,  dquiiboio  £dition,  qutlninig  partie,  p,  197. 
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connue;  enfin  ai  m  etait  plus  pelit  que  2n — 3,  |la  figur 
serait  indeterminee. 

On  voil,  d'apres  ce  qui  precede,  comment  on  peut  reci 
systeme  donne  contient  ou  non  dea  lignes  surabondan 
pour  cela,  de  compter  d'une  part  le  nombre  des  arli 
Tautre  celui  des  barres  qui  le  constitnent.  II  faut  cepeni 
genre  de  recherches,  avoir  bien  soin  de  ne  pas  oublier 
sant la relation  m=in — 3,  ona  formellement admis que  1« 
flgure  dans  son  plan  etait  assujetlie  a  ne  satisfaire  qu'a  tr( 
si,en  sus  des  precedentes,"on  s'en  donnait  une,  deux  ou 
plus,  il  est  bien  clair,  en  reprenant 
ie  raisonnement  fait  plus  haut,  que 
la  condition  de  surabondance  serait 
»j=2n— 4,  2n  — 8,  2n— 6,  elc. 
Supposons  par  exemple  qu'on  assu- 
jetUsse  les  trois  sommets  A,  B,  C  du 
systeme  articule  ci-contre  a  dtre 
situes,  non  plus  arbitrairement  les 
uns  par  rapport  aux  autres,  mais  en    "  " 

ligne  droite  ;  on  se  donnera  ainsi  '>B-  ^ 

quatre  conditions  et,  pour  qu'il  n'y  ait  pas  surabondan 
avoir  m=2«  —  4,  c'est-a-dire  se  donner  8  cOtes  seulei 
ded. 


$  1S1.  —  Propri^tds  deg  systdmes  artloii 
sans  lignes  surabondantes. 

Quand  un  syst^me  articule  ne  contient  pas  de  lignes  sura 
est  facile  (sauf  dans  quetques  cas  tout  a  fait  exceptionne 
mentionnes  au  paragraphe  suivant)  de  calculer,  au  moyen  i 
seule,  la  tension  ou  la  compression  a  laquelle  est  soumisE 
sous  l'action  des  forces  exterieures  appliquees  a  rensemble 
prenons,  pap  exemple,  le  cOte  EII  de  longueur  /  (fig.  207)  t 
ce  qui  ne  trouble  evidemment  pas  requilibre,  qu'on  le  i 
deux  forces  opposees  F  dirigees  suivant  EH  et  precisemei 
tension  ou  a  la  compression  clierchee  ;  admettons  enf 
presque  toujours  heu)  que,  toutes  les  barres,  sauf  Ell,  con 
longueurs,  le  systeme  puissesedeformerlibremenllorsqu' 
ou  qu'on  diminue  inflniment  peu  la  longueur  l  de  EH.  Si  t 


™^ 


allongement  virluel  (poailif  ou  negatif)  de  l,  on  voit  que,  dans  ce 
ngement  de  forme,  les  forces  exterieures  sont  les  seules  qui  don- 
it  lieu  a  un  travail  et  ce  dernier  peut  facilemenl  8'evaluer  en  con- 
lisanl  grapliiqueraenl  la  nouvelle  figure  qu"affecle  le  systeme 
ique  le  cdte  EH  a  pour  longueur  l-i-dt,  de  sorte  qu'on  a 

F  X  <ii  =  Travftil  dea  forces  extMeurea 

lation  qui  permel  de  calculer  F  independamment  des  secHons  des 
irses  barres  ;  en  d'autres  termes,  la  valeur  de  F  ne  depend  que  de 
onslitution  geometrique  du  systeme.  ]1  est  en  oulre  aise  de  voir 
!,  si  dl  et  le  travai!  des  forces  exterieures  se  trouvent  avoir  le 
me  signe,  F  correspond  a  une  traction ;  dans  le  cas  contraire,  c'esl 
■  compression  que  travaiUo  la  tige  consideree. 

;n  operant  ainsi  successivement  pour  toutes  les  barres  du  systeme 
icule,  on  arrivera  a  connaitrc  quel  esl  reffort  de  Iraction  ou  de  com- 
ission  auquel  chacune  d^elles  est  soumise  pt  par  suite  on  pourra 
zwXev  la  seclion  qu'il  faut  lui  donner  pour  se  trouver  dans  de  bonnes 
iditions  de  securile,  Rien  ne  sera  plus  facile,  en  particulier,  que  de 
istituer  tout  Tensemble  en  solidc  de  charge  uniforme,  puisque  chaque 
lation  ne  contient  que  la  seclion  de  la  barre  k  laquelle  elle  se  rap- 
te.  On  voit  en  outre  que,  le  systeme  une  fois  construit  et  mis  en 
ce,  on  peut  augmenter  ou  diminuer  a  volonte  la  grosseur  ou  la 
ure  de  la  matiere  de  Tune  quelconque  de  ses  tiges  sans  qu'il  en 
ulte  aucune  modiflcalion  dans  tes  tensions  des  autres;  c'est  la  evidem- 
nt  une  propriete  precieuse  qui  donne  toule  securite  pour  les  chan- 
nents,  les  reparations  ou  les  consolidations  qu'on  peut  avoir  a  faire 
nr  a  un  systeme  articule  ne  contenant  pas  delignes  surabondantes. 
aut  cependanl  avoir  soin  de  remarquer  que,  bien  que  la  modifica- 
n  de  quelques-unes  des  tiges  ne  change  pas  la  valeur  des  efforts 
!rces,  il  n'en  est  pas  de  meme  pour  les  allongements  ou  les  raccour- 
sements  produils,  de  sorte  que  la  resistance  aux  effets  dynamiques 
st  point  la  meme  d"un  cas  a  Tautre  quoiqu'ii  y  ait  toujours  equiva- 
ce  au  point  de  vue  des  efforts  slatiques  -.  c'est  avec  le  solide  de 
irge  uniforme  que  les  variations  de  longueur  et  par  suite  les  tra- 
IX  elementaires  FX(W  sont  maximum;  c'est  donc  ce  demier  qui,  a 
ilite  de  resistance  aux  efforts  en  question,  est  le  plus  capable 
teindre  une  force  vive  donnee ;  c'esl  la  un  phenomene  du  meme 
ire  que  celui  que  nous  avons  mentionne  {§  13)  a  propos  destiges  de 
;lion  variable  soumises  a  des  forces  de  traction. 
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Une  autre  remarque  a  faire,  a  propos  du  sujet  qui  nous  occupe 
suivante:  etant  donne,  dans  les  conditions  indiquees  precedem 
un  systeme  arlicule  sans  lignes  surabondantes,  ses  differentes  1 
peuvent  elre  portees  a  des  lemperatures  differentes  sans  qu'il  r 
de  ce  fail  aucune  tension  dans  les  dtverses  parlies  de  rensemble. 
des  lignes  surabondanles  au  contraire,  cet  avantage  n'esiste  plus 
cas  d'echautTement  inegal,  il  se  produil  des  tensiom  caloriflque. 
ou  moins  energiques.  11  y  a  plus  encore:  meme  dans  le  cas  d'une 
perature  uniforme  de  Tensemble,  les  tensions  en  question  appara 
evidemmenl  des  que  cette  derniere  vient  a  changer,  si  le  syst 
lignes  surabondantes  considere  est  forme  de  diverses  especes  di 
lieres  ;  c'est  la  un  inconvenienl  serieux  qui  conduit  souvenl,  po 
ponls  mixtes  en  bois  et  en  fer,  a  serrer  les  tirants  metalliques  e 
et  a  les  desserrer  en  hiver  afin  de  remedier,  au  moins  dans  une  ce 
raesure,  a  la  fatigue  des  aasemblages  de  la  charpente. 


§  152.  —  Cas  exceptlonnels  aix  les  systdmes  articul 
sans  llgnes  surabondantes  ne  peuvent  dtre  cali 
par  la  Statlque  seule. 


Dans  le  paragraphe  qui  precede,  nous  avons  admis  que,  Tun 
liges  d'un  systeme  articule  sans  lignes  surabondantes  etant  pres 
ment  coupee,  celui-ci  peut  se  deformer  librement,  ou,  en  d'autre8  te 
qu'il  est  librement  dilatable;  cela  veut  dire  qu'en  augmentant 
diminuant  infiniment  peu  la  longueur  d'une  quelconque  des  ban 
peut,  en  ne  changeant  pas  les  longueursdes  autres,  construire  av 
nouvelles  donnees  un  autre  systeme  articule  et  un  seul.  Au  pr 
abord  il  semble  que  cette  condition  doit  etre  toujours  satisfaite  d 
ment  qu'il  n'existe  pas  de  lignes  surabondanles,  et  effectivement 
est  ainsi  sauf  dans  des  cas  tout  a  fait  exceptionnels  ;  ces  dernierf 
tent  cependanl,  Qu'on  prenne  en  effet  certains  systemes  articules 
struits  avec  des  donnees  speciales  teUes  que  la  longueur  de  Tui 
tiges  passe  preciseraent,  dans  la  position  consideree,  par  un  mas 
ou  un  minimura:  il  est  bien  clair  alors  que  la  barre  en  questii 
pourra  plus  6tre  fictivement  remplacee  par  un  ressort  susceptil 
s'allonger  et  de  se  raccourcir  puisque  dans  Tun  de  ces  mouveme 
systeme  cesserait  d'ezisler,  et  requation  du  travail  virtuel 

F  X  di  =  Travail  des  forces  exterieures 


ut  plus  alors  6tre  ecrile;  la  Statique  est  impuissante  a  determi- 
.  Nous  nous  halerons  d'ajouter  que  ces  cas  lout  a  fail  anomiaux 
rencontrenlguere  que  guand  on  s'efforce  artificiellement  de  les 
er;  on  peul  d'ailleurs  toujours  reconnallre  leur  existence  et,  dans 
e  qui  nous  occupe,  nous  les  laisserons  absolument  de  cOle  ('). 


.  -~  Calonl  des  dimensions  des  barres  oomposant 
les  systdmes  artiool^s  sans  lignes  surabondantes. 


18  venons  de  voir  comment,  en  donnant  successivement  a  chacune 
arres  un  allongement  virluel  dl,  on  peut  determiner  l'e(!fort  F 
!l  elle  est  soumise  dans  le  sens  de  sa  longueur.  11  est  clair  d'ail- 
que,  pour  consliluer  la  nouvelle  forme  correspondant  a  la  lon- 
l  -f-  dl,  on  peut  soit  laisser  immobile  la  parlie  de  droite,  soil  agir 
tme  pour  celle  de  gauche,  soil  enfin  combiner  les  deux  procedes 
vec  Tautre.  Au  lieu  d'operer  de  celle  fa^on,  il  est  presque  tou- 
plus  simple  et  plus  rapide  d'avoir  recours  a  d'autres  moyens  que 
illons  indlquer  brievement. 

les  forces  exterieures  appliquees  aux  diverses  articulalions  du  sys- 
Stant  connues,  on  peul,  si  deux  barres  seulement  aboutissent  a 
d'elles,  A  par  exemple,  decomposer  la  fopce  exterieure  P  en 


lutres  (  et  c  dirigoes  suivant  les  c6t6s  AB,  AD.  La  compression  c 
ismeltanl  integralemenl  en  D,  on  lacoraposera  avecla  foree  exle- 
appliquee  en  ce  point,  s'il  y  en  a  une,  et,  deux  barres  seulement 


r 
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se  croisant  en  D,  on  pouira  decomposer  cette  : 
('  el  c'  agissant  suivanl  DB  el  DE.  En  B  on  d( 
de  /,  de  ('  et  de  la  force  exterieure  qui  y  est  3 
la  decomposera  suivant  les  deux  c6les  BE,  E 
allant  de  proche  en  proche,  on  arrivera  de  celt 
rapidement,  du  moins  facilemenl  ies  forces  qui 
en  arrivant  au  dernier  poinl  S,  on  devra  trou 
qu'il  y  a  equilibre  enlre  la  force  exterieure  qi 
efiorts  qui  s'exercent  sur  les  tiges  qui  y  abouti 
S°  Si,  en  suivant  une  route  rectiligne  ou  non, 
d'un  bord  a  Taulre  du  systerae  articule  en  n 
barres  au  plus,  on  fera  alors  abstractipn  de  la  f 
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soit  a  gaucbe  de  la  route  mn  et  on  ecrira  qu'i 
forces  exlerieures  appliquees  a  la  portion  num 
tensions  ou  compressions  des  trois  barres  rer 
d'equilibre  etant  au  nombre  de  trois  distincteS; 
ment  par  leur  moyen  les  forces  en  question  F 
de  cas  ou,  en  faisant  un  nombre  suffisamment 
genre,  on  arrive  ainsi  a  une  determination  rap 
cherches. 

II  est  a  remarquer  que,  pour  la  facilite  des  c 
equalions  d'equilibre  sous  Tune  quelconque  de 

deux  equations  de  projections  sur  deux  droi 
equation  de  moments, 

ou  une  equation  de  projection  sur  une  droiti 
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equations  de  moments  par  rapport  a  deux  poinls  U  el  V  noi 
une  mSme  perpendiculaire  a  XX', 

ou  bien  encore  Irois  equations  de  m 
rapporl  a  Irois  points  non  en  ligne  droil 
V-  Dans  le  cas  de  la  figure  210,  on  pou 

les  moments  par  rapport  aux  points  D  « 
«U  donnera  de  suite  F'  et  P;  onecriraensuil 

de  projection  sur  une  perpendiculaire  J 
N"  el  BD  que  nous  supposons  iei  paralleles 

Pi(.  411  par  la  F", 

Si,  pami  les  barres  rencontrees,  il  ne  s'en  Irouve  pas  deu: 
paralleles,  on  pourra  prendre  les  moments  par  rapporl  aux 
de  renconlre  D,  S,  B,  ce  qui  donnera  de  suite  les  valeurs  d 
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Dans  eertains  cas  cxceptionnols,  on  emploie  encore  avec 
methode  des  sections  quand  le  nombre  des  barres  coupees  de 
c'est  par  exemple  ce  qui  se  presente  avec  le  disposilif  de  la 
en  prenanl  en  effel  les  moments  par  rapporl  a  A,  il  se  trou^ 
la  seule  des  forces  inlerieures  dont  la  direction  ne  passe 
poinl,  de  sorle  que  I'equalion  des  momenls  fourail  sa  valeu 
Nous  verrons  plus  lard  (§  170  el  suivants)  plusieurs  app 
la  melliode  des  secli 
quaad  on  veut  y  avoi: 
faut  avoir  bien  soin  de 
qu'eUe  ne  donne  de  re 
la  condition  que  les  poi 
caLion  des  forces  exte 
soient  pas  tous  silues 
F'B-  811  c6le  de  laligne  coupar 

Irement  en  effet  les  forccs  esterieures  se  faisant  equilibre 


une  des  equationsd'equilibre  se  reduirait 
0;  comme  exemple  de  celle  particularitt 
erail  si  on  voulait  delenniner  les  lensions 
is  coupant  par  la  ligne  m'n\ 
Le  systeme  sur  lequel  on  opere  est  parfois 
n  peut  le  considerer,  au  moins  a  titre  appr 
Itant  de  la  superpoaition  de  plusieurs  auti 
pendanls  les  uns  des  autres  et  se  pretai 
ons  par  exemple  ceux  qui  sont  designes  i 
mtla  reunion  constitue  le  dispositif4:  d 
,  D,  E  tandis  que  A  elBsonl  deuxappuis; 
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ilculer,  au  moyen  de  decompositions  de  f( 
)ressions  exercees  sur  chacune  des  barr 
oses  articules  en  D,  en  C  et  en  E  aussi  bie: 
[is  mainlenant  que  nous  les  reunissions  to» 
a  lieu  dans  la  pralique  habituelle  des  consl 
:s  de  flexion  qui  se  produisent  aux  points  ( 
I  AB  sont  negligeables,  et  si  toutes  lee  piet 
exactemenl  les  longueurs  prevues,  il  sera 
ivers  eftets  analyses  separement  se  super 
iblemenl,  et  on  aura  simplement  a  prendn 
que  a  chacune  des  tiges  la  sorame  algebri' 
)ressions  qu'elle  eprouve  dans  chacun  des 
>arlie. 


't.  —  Systdmes  articulds  ayant  des  llf 
prdcautions  que  ndcessll 


us  allons  maintenant  nous  occuper  des  i 
lels  il  exisle,  enunouplusieursendroits,de 
us  alloDS  chercher  comment  on  peutcalcult 
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compression  a  laquelle  est  Bouinise  chacune  des  baires. 
ere  par  exemple  la  lige  AC  qui  ne  saurait  etre  supprim 
ysteme  cesse  6'etpe  defini  geometriquement,  on  peut  de 
neme  moyen  que  precedenunent  )'e?ort  qiii  la  solliciti 
eur  est  independante  de  la  seclion  des  dtvers  elementa 


systeme.  !1  en  esl  tout  autremenl  pour  les  barres  lelles 
,  DG,  DE,  BG  qui  font  partie  d'un  polygone  a  lignes  sur 
is  aurons  beau  couper  Tune  d'elles,  BG  par  exemple,  le  i 
jours  defini  geometriquement  el,  pour  lui  Imprimer  un  ■ 
tuel,  il  faudra  couper  au  moins  une  autre  tige  du  po 
i  DE;  la  Statique  nous  donnera  donc  pour  ce  dernjer  u 
moins  qu'il  ne  contient  de  lignesparee  qu'ilrenferme  un 
mdante.  En  general,  s'il  y  a  K  lignes  de  cette  espece 
rnira  K  equations  de  moins  qu'il  n'en  fautpourdetermin 
BPieures.  Pour  arriver  a  leur  connaissance,  on  sera  fo 
apte  des  deformations  que  subit  le  polygone  sous  Tactic 
erieures  auxquelies  il  est  soumis,  de  sorte  que  les  tensi' 
issions  des  tiges  faisant  partie  de  polygones  a  lignes  su 
jendront  des  sections  de  ces  demieres  ainsi  que  de  la 
tiere  qui  les  conslitue,  el  nonplus  seulement,  comme  pn 
151),  de  laforme  geometrique  de  Tensemble. 
^es  calculs  de  tensions  bases  sur  la  deformation  des  piece 
fatigants;  aussi,  dans  la  pratique,  les  remplace-t-on  a! 
'  des  hypotheses  s'accordant  plus  ou  moins  bien  avec  la 
icedes  ainsi  employes  sonl  quelquefois  peu  exacts  et  il  es 
:onstances  oii  ils  ont  donne  lieu  a  de  graves  mecomptes 
is  plus  loin  (§  176)  ceux  auxquels  on  a  recours  dans  ( 
iples. 

)ans  les  syslemes  articules  a  lignes  surabondantes,  les 
>rls  interieurs  dependant  des  seclions  des  barres,  on  n'a  j 
ilite  quepr^cedemmentpourconstituerrensemble  ensolit 
forme;  on  prouve  meme  que,  sauf  des  cas  particuliers,  c 
isible.  M.  Maurice  Levy  a  egalement  demontre  le  theori 


tres  imporlanl  au  point  de  vue  pratique:  etant  donne  un  sy 
cuIb  a  lignes  surabondanles,  on  peut  toujours,  en  lui  enlevani 
nombre  de  barres,  former  un  syateme  sans  lignes  suraboc 
soit  susceptible  de  resisler  aux  m^mes  forces  exterieures  av 
de  maliere  au  plus  4gal  et  en  g4neral  notablement  moindre. 

II  reaulte  6videmment  de  ce  theoreme,  que  lea  ayslemea  a 
plus  avantageux  doivent  6tre  recherches  uniquemenl  parn 
n'ont  pas  de  lignes  aurabondanles,  Ces  demiers  peuvent  ei 
d'une  maniere  sure  et  relativement  simple;  un  de  leurs  c6lf 
fait  un  peu  trop  long  ou  un  peu  trop  courl  sana  qu'il  en  resuJ 
gements  appreciables  dans  les  valeurs  des  efforts  int^rieurs ; 
outre,  sans  faire  varier  ces  derniers,  augmenter  ou  diminuf 
la  grosseur  de  leurs  tiges,  enfin  ils  sont  incapables  d'eprou' 
siotis  caloriftques  {§  131)  et  la  suppression  de  loute  ligne  su 
ne  peut  qu'6lre  avantageuse  au  poinl  de  vue  economique.  11 
pas  croire  cependant  qu'un  systeme  articule  donne  soit  plu 
n'imporle  quel  autre  mecanisme  qu'on  peut  imaginer  (') ;  on 
ment  enlendre  que,  le  genre  de  construction  qui  parait  le  plus 
ayant  ete  prealablement  choisi,  il  y  a  interet  a  en  banni 
surabondanlea  si  on  a  adople  un  dispositif  arlicule. 

Un  point  easentiel  a  noter  dans  le  sujet  qui  nous  occupe  e 
assez  souvenL  perdu  de  vue  est  le  suivant:  puiaque,  dans  k 
articules  dont  nous  recommandons  remploi,  il  n'y  a  que  juslt 
de  barres  necessaires  pour  aaaurer  le  mainlien  de  la  forme  gi 
il  Buffit  qu'une  seule  de  celles-ci  cede  a  refFort  qui  la  so! 
qu'aus8itdt  Tensemble  cesse  d'exisler  et  que  sa  ruine  soit  cQ 
dans  un  certain  nombre  de  constructlona  de  ce  genre  exposee. 
vibrations  ou  bien  a  des  efforts  de  aens  ou  d'intensite  variabl 
que  des  tigea  qu'on  supposait  devoir  (oujours  etre  tendues 
accidentellement  parcompression;  si  dooc  celles-ci  sont  fon 
simples  tirants  plats  ou  cylindriques,  elles  flechiront  sans  pou 
au  nouveau  genre  d^efTort  qui  agit  sur  elles,  et  la  securite  d 
soumis  alors  a  dea  mouvemenls  vibratoires  d'une  amplilude 
trouvera  serieusement  compromise.  Dans  les  cas  de  cette  i 
convient  evidemment  de  faire  en  sorle  que  loutes  les  barrea 
ce  renversement  du  genre   de    travail  soient  constituees 


(I)  En  pirlieuliei  ]«s  poulres  ft  ime  plaine  et  mAiDs  mIIn  i.  treiUii  riTi  sont  m 
leipoiitmarlicDlies.  Voir  le  Couri  de  conslrvctioru  ie  BniD«,  1«  ptrtie,  p.i 

{%}  btt  exemples  de  cegeDre  ae  reneoDtreDl  diDS  les  gnDdes  pilea  mdblliqufla 
cIwDuiu  de  fer,  nposAes  •oi  Ttbratioos  protoquto  pv  le  pussge  des  tnins  et  tu 
eitiODDJ  per  le  Teol. 


oir  resister  a  des  efforta  de  cotnpression,  comme  onlefailpour  les 
s  chargees  deboul:  des  cornieres,  des  fers  a  T,  des  fers  en  U,  ou 
e  des  caissons  creux  (suivant  l'importance  de  l'ouvrage)  convien- 
t  parfaitement  poup  cet  objet.  En  prenant  ces  preeautions,  on  arri- 
a  cet  excellenl  resultat  d'avoir  des  construclions  d'un  caractere 
le  qui  seronl  composees  d'un  pelil  nombre  d'elements  robustes  et 
!s  acalculer,  et  dontla  constitution  se  pretera  tres  bien  aun  emploi 
ieux  de  la  matiere.  Ces  remarques  etaient  d'autanlplus  essentielles 
re  que  le  danger  que  nous  venons  de  sigiialer  est  beaucoup  moindre 
leme  n'existe  pas  dans  les  syslemes  qui,  contenant  un  nombre 
ianl  de  lignes  surabondantes,  sonl  un  peu  largement  calcules :  avec 
le  dispositif  de  la  figure  217  par  exemple,  il  esl 
clair  que,  quelleque  soit  la  deformation  qui  se 
produit,  Tune  ou  rautre  des  deux  diagonales  AD 
ou  BC  s'aIlonge  el  par  consequent  il  suffit 
qu'elles  soient  formees  cliacune  d'une  simple 
_.    ,._  °      lame  plate  et  Sexible ;  mais  en  revanclie  il  n'y 

aura  que  Tune  d'elles  a  travailler  el  on  n'aupa 
ealise  Temploi  le  plus  judicieux  elle  plus  simple  de  la  maliere  mise 
luvre. 


1S5.  —  A  quelles  oondltions  nn  m^oanlsme  complexe 
peut-U  6tre  pratiquement  oonsiddrd  comme  un 
systdme  artiould  ? 


pe  qu'un  systeme  mecanique  dopne  peut  6lre  considere  comme  arti- 
dans  les  conditions  que  nous  avons  definies,  c'est  admettre  que  les 
ents  sont  nuls  a  chacune  des  articulations  et  par  consequent  que 

sur  ces  demieres  que  sont  situes  les  points  d'appIication  des  forces 
•ieures;  il  faut  en  outre  que  les  pieces comprimees  aient  une  forme 
opriee  a  leur  genre  de  travail  et  que  leur  loiigueur  soit  assez  faible 

qu'elles  ne  soienl  pas  exposees  a  flechir. 

ns  ia  pratique,  ces  conditions  sont  a  peu  pres  remplies  daiia  un 
d  nombre  d'ouvrages  oii  le  desir  d'eviter  les  efforts  de  flexion  a 
uit  a  multiplier  beaucoup  le  nombre  des  barres,  soit  parce  que  les 
8  exlerieures  sont  nombreuses  et  reparlies  sur  toute  la  longueur 
piece,  soit  parce  que  cette  demiere  est  soumise  a  une  charge 
mte  qui  se  deplace  d'une  extremite  a  raulre.  Dans  les  constpuctions 
!  genre,  les  tiges  sont  assez  courtes  pour  qu'on  puisse,  sans  erreur 


in.1T.  Ice  1 


—  337  — 

notable,  non  seulement  negliger  leur  poids,  mais  encore 
forces  eslerieures  aux  points  d'arliculalion  comme  il  se 
paragraphe  156;  cela  revient  a  dire  que  !c  moment  de  : 
cbacune  des  barres  est  soumise  peut  etre  laisse  de  cOle  c 
duisant  qu'une  charge  insignifiante  et  c'est  effectivement 
dans  les  circonstances  oii  nous  nous  supposons  place. 

Les  conditions  que  nous  venons  d'indiquer  se  trouvent  i 
maniere  a  peupres  complete  dans  beaucoup  de  pontsmeta 
en  Amerique  pour  le  service  des  voies  ferrees:  ieurs  barr 
pliees  et  par  suite  assez  courtes  sont  reunies  les  unes  ; 
nioyen  de  veritables  articulalions  constituees  par  de  gr 
pour  parler  plus  exaclement,  par  de  veritables  axes  en  ac 
ajustes  dans  leurs  oeils  avec  un  grand  soin.  Cc  sysleme  c 
resuUats ;  on  lui  reproche  cependant  la  mobilite  Irop  gps 
affeetes  ses  divers  elemenls  par  suite  de  leurmode  de  jc 
1'usure  et  meme  Ics  chocs  resultant  du  fait  meme  des  ass 
que  de  leur  multiplicile,  la  moindre  resislance  qu^oftn 
comprimees  par  suite  des  articulations  de  leurs  exlremitt 
d'une  chute  de  tout  Touvrage  apres  la  rupture  d'un  seul  t 
Ces  inconvenients,  dont  il  ne  faudrait  pas  cependanl  s'es:i 
tance,  font  souvent,  en  Europe  du  moins,  regarder  com 
un  jonctionnement  obtenu  non  pas  avec  des  boulons,  : 
rivets;  malgre  celte  difference  importante,  il  arrive  assez 
que  les  proprieles  des  systemes  arlicules  peuvent  encore  e 
avec  une  exactitude  suffisante,  aux  constructions  de  Tesi 
les  momenls  de  flexion  qu'on  neglige  n'ont  qu'une  iraporta 
en  raison  du  peu  de  longueup  des  barres  (').  Cest  egalt 
demier  motif  qu'il  cst  legitime  d'appliquer  les  theories 
des  systemes  qui,  au  premier  abord,  ne  semblenl  pas  les 
fermes  par  exemple  (§  180)  qu'on  peut  calculeren  admet 
une  articulation  en  chague  point  oii  les  arbaletriers  sont 
les  contrefiches,  bien  qu'en  reaUte  ces  pieces  soient  conti 
failagejusqu'a  la  sabliere. 

Quand  les  barres  soumises  a  des  efforts  de  compressic 
assez  courtes  pour  etre  a  rabri  de  la  flexion,  on  se  trouve 
conduit  (si  Ton  veut  que  la  theorie  des  systemes  arlicul 


(1)  Pour  plaa  de  djtnili  lur  UsaTUitegea  et  les  iDCoavJiiienls  des  sjslimes  : 
COiuDlteT  le  tome  1  des  Ponts  milaUiques  par  JoBn  R£sil,  p,  193. 

(i)  EI  ait  plus  d'une  circoDstaDce  cependBnt  oa  il  y  a  u[ili(£  t  toair  compte 
fimioa.  Voir  k  ee  sajet  U  Statique  graphique  de  Kcecblio,  p.  117. 


••■^—  z. 
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applicable)  a  multiplier  le  nombre  des  barres  et  par  suite  des  Iriangles 
qu'elles  forment.  Cette  maniere  d*operer  a  rinconvenient  d*alourdir  le 
systeme  sans  qu'eDe  soit  toujours  imperieusement  commandee  par  les 
necessites  de  la  construction;  pour  s*en  affranchir,  on  a  parfois  recours 
a  un  artifice  ingenieux  consistant  asoutenir  en  certains  points  les  barres 
longues  au  moyen  de  lignes  surabondantes  ayant  uniquement  pour  but 
de  s'opposer  a  la  flexion  qui  tend  a  se  produire.  On  doil  alors  leur  don- 
ner  des  dimensions  Ires  faibles,  non  seulement  parce  qu*elles  n'ont  a 
resister  qu'a  de  petits  efForts,  mais  encore  pour  ne  pas  troubler,  par  une 
adjonction  intempestive  de  c6tes  surabondants,  les  valeurs  calculees 
pour  les  efForts  interieurs;  faute  d'agirainsi,  on  seraitexpose  amodifier 
notablement  ceux-ci  et  a  produire  de  facheux  resultats.  11  est  bien  clair 
d'ailleurs  que  les  lignes  surabondantes  de  faibles  dimensions  dont  nous 
venons  de  parler  ne  peuvent,  en  raison  de  leur  legerete,  etre  employees 
que  dans  les  circonstances  oii  elles  n'ont  pas  de  chocs  ou  d'efforts  acci- 
dentels  a  craindre;  leur  usage  nous  parait  donc,  dans  la  majeure  partie 
des  cas,  susceptible  de  donner  lieu  a  des  mecomptes  et  nous  croyons 
quMlconvient,  enthesegenerale,  soit  de  renoncer  a  Tusage  dessystemes 
articules,  soit  de  les  disposer  de  telle  sorte  qu*ils  presentent  toute  secu- 
rite  sans  avoir  besoin,  a  titre  accessoire,  de  lignes  surabondantes. 

Nous  avons  suppose,  dans  tout  ce  qui  precede,  que  les  forces  exle- 
rieures  sontsituees  dans  unmeme  planqui  est  celui  dusysteme  articule; 
ce  dernier  ne  peut  en  eflfet,  par  suile  do  sa  constilution,  supporter  aucun 
effort  de  lorsion.  Quand  cette  condition  n'est  pas  remplie  mais  que  les 
forces  sont  situees  dans  dea  plans  paralleles  peu  distants,  on  ramene 
ce  cas  au  precedent  en  faisant  usage  de  deux  systemes  articules  sem- 
blables  situes  dans  des  plans  paralleles  et  comprenant  entre  eux  les 
forces  en  question,  puis  on  les  relie  Tun  a  Tautre  par  un  systeme  de 
lattes  ou  de  liaisons  qui  les  rendent  solidaires ;  tel  est  le  cas  des  ponts 
metalliques.  Lors  meme  d'ailleurs  que  toutes  les  forces,  dans  leur  posi- 
tion  normale,  sont  contenues  dans  le  memo  plan,  un  dispositif  de  cette 
espece  est  le  plus  souvent  necessaire  pour  eviter  les  efforts  de  deverse- 
ment  qui  tendent  a  se  produire  accidentellement ;  aussi  est-ild*unusage 
extremement  frequent. 


§  156.  —  Goncentration  des  forces  aux  points  d'articulation« 

Nous  venons  de  voir  (§  135)  qu'un  certain  nombre  de  mecanismes 
dans  lesquels  les  forces  exterieures  ne  sont  pas  rigoureusement  appli- 
quees  aux  points  d'articulation  peuvent  cependant  etre  traites  comme 


si  celle  condilion  etait  rempUe,  et  regardes  comme 
prietes  des  systemes  articules.  II  faut  seulement  a\ 
3oin  de  remplacer  les  forces  en  question  par  d'aulrc 
poini  de  vue  statique  et  appliquees  aux 
points   d'articulation ;    la  force   P    par       ^^-x 
exemple  sera  decomposee  en  deux  autres     'vVl 
P'  et  P"  et,  apres  avoir  opere  de  cette         Tl, 
maniere  pour  chacune  des  fopces  exte- 
rieures  en  jeu,  il  ne  restera  plus  qu'a 
appliquer  les  metbodes  de  caicul  que  nous 
avons  indiquees  (J  133)  et  dont  nous  aurons  MentOl 
diverses  applications  {%  170  el  suivants). 


§  i57.  —  Gas  oti  les  polnts  d'application  dei 

rieores  ne  peuventpas  dtre  oonsii 

dtant  sltuds  aux  articulai 


Supposons  maintenant  que  Tune  des  fopces  exterit 
ne  puisse  pas,  sans  que  les  conditions  de  fatigue  inlt 
soient  notablement  modififies,  etre  remplacee  par  deux 
aux  points  d'articuIation,  les  barres  du  systeme  etani 
remment  droites  ou  courbes ;  les  reactions  K  et  K' 


sonl  plus  alors  dirigees  suivanl  la  droite  AB,  mais  dii 
ple  comme  rindique  la  figure  219.  Comme  il  esl  fac 
peut  encore  les  determiner  par  la  Statique  seule 
exemple  la  partie  ABC  avec  les  deux  reaclions,  egalt 
qui  3'exepcent  a  rarticulation  B.  Si  l'on  appello  M  e 
par  rapport  aux  points  A  et  C,  des  forces  exterieures  P 


ieces  AB  et  CB,  on  a,  en  ecrivanl  la  condition  d'equilibre  pour 
ine  de  ces  dernieres  considerees  a  part, 

R  X  AK  =  M 
K  X  CH  =  M' 


AK 
CH 


M 


rte  que,  pour  trouver  la  direction  de  la  reaction  II,  on  se  trouve 
le  a  resoudre  ce  simple  probleme  de  geometrie :  mener  par  le  point 


droite  telle  que  ses  distances  aux  points  A  et  C  soient  enlre  elles 
m  rapport  donne  (') ;  la  valeur  de  R  s'obtient  ensuile  immediate- 
On  pourrait  encore  Tavoir  autrement  en  considerant  successive- 

les  divepses  forces  exlerieures  P,  P',  P", appliquees  auspieces 

BC  et  en  decomposant  cbacune  d'elles  en  deux  autres  comme  on 

sur  la  figure  221  ('),  apres  quoi  on  n'aurait  plus  qu'a  compoaer 
eux  les  divers  efforts  parliels  s,  s', qui  s'exercent  aulour  du 

fois  connues  les  valeurs  et  les  directions  des  r^actions  R  et  R'  qui 
;ent  en  A  et  en  B  (6g.  219),  U  est  facile  de  calculerla  forme  etles 
sions  qu'ii  convient  de  donner  a  la  piece  AB,  puisqu'on  se  trouve 
e  au  cas  d'un  corps  soumis  a  des  forces  connues  de  traction,  de 
Bssion  et  de  flexion  et  ce  sont  la  des  problemes  qui  ont  ele  Iraites 
3S  cliapilres  anlerieurs. 


Mt  eOlgl  on  pnnd  ^wir  B  C  nii  point  S  tel  qne  -^  =:  -^  *[  on  niiDS  par  B  luu  ptnl- 

ToU  en  cObt  que,  dins  le  eu  d'uae  Torce  oaique  V,  li  piice  B  G  le  long  de  liqaelte  n^eat 
I  uKnno  faree  exf^nre  da  C  en  B  m  pout  Ure  en  iqnilibre  qoe  »i  It  compouole  i  eit 
rieittmeat  aniTtBt  B  C. 


—  »41  — 

Nous  aurona  prochainement  (§  166)  Toccasion  de  fai 
cations  des  considerations  que  nous  venons  d'indiqi 
quelles  cipconstances :  lorsque  les  forces  exterieures,  i 


Pig.Wl 


muItipUees  ou  mobiles,  sont  peu  nombreuses  et  se  r^ 
deux  par  exemple,  on  n'a  plus  les  m^mes  raisons  qi 
de  faire  usage  d'un  reseau  de  tiges  a  maiiles  tres  sen 
employees  ont  alors  generalemenl  une  assez  grande 
enlre  aulres,  le  cas  des  grues.  Dans  ces  condilions  le 
pieces  du  systeme  (les  jambes  de  force  par  exemple) 
terieure  qui  est  loin  d'etre  toujours  negligeable  et  don 
tiellement  de  tenir  compte  dans  les  conditions  memes 
ne  presente  pas  de  dif^culte  serieuse  apres  ce  qui  ^ 
rinstant. 


1  »!' 
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CHAPITRE   XI 


POUTRES  DROn 

EEPOSANT  SUR  PLUSIEUI 


r^ 


POUTRES  DROITES  REPOS 
SUR  PLUSIEURS  APPUIi 


%  lg8.  —  Poutres  droites  reposant  sor  plasleurs  a] 
Indloatlon  da  probldme  &  rdsoudre. 


Les  etudes  que  nous  avons  faites  sur  les  poutres  reposant 
appuis  nous  ont  montre  que  la  faligue  de  ces  pieces  augmei 
derablemenl  avec  leur  longueur,  surlout  quand  une  fraclion  S€ 
leurcharge  se  compose  de  leur  poids  et  que,  parauite,  ellesse 
OD  partie  dans  un  cas  semblable  a  celui  de  poutres  uniformem 
gees,  On  concoit  donc  que,  pour  de  grandes  portees,  il  y  ait 
faire  usage  de  supports  intermediaires,  meme  lorsque  leur  i 
menl  enlraine  d'assez  grandes  depenses,  el  telle  est  en  effet  1; 
adoptee  mainten»nl  par  les  constructeurs  qui,  depuis  deja 
d'annee3,  ont  etabli  un  nombre  considerable  de  grandes  poulri 


^k ~~ 


Fig.  2« 

liques  reposanl  sur  piusieurs  appuis.  Cest  de  Telude  de  ces  i 
dont  nous  allons  maintenant  nous  occuper  d'une  maniere  som: 
Statique  seule  ne  perniettant  plus  alors  de  calculer  les  reacl 
points  d'appui,  il  faut,  pour  resoudre  le  probleme,  faire  entrt 
les  deformations  produites ;  la  methode  qui  se  presente  nature 
Tesprit  est  celle  que  nous  avons  employee  deja  blen  des  fois  [ 
ver  a  la  connaissance  du  contour  qu'affectent  les  pieces  soumi: 
efforts  de  flexion.  Supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  de  trois  point 
seulement;  nous  avons  alors  a  determiner  trois  reactions  i 
auxquelles  nous  pouvons,  en  raison  de  la  faible  defonnalion  d< 
supposer  une  direction  verticale  comme  celle  des  forces  exteri 
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ue  ne  nous  donne  que  deux  equations,  une  de  projection  (puisque 
i  lea  forces  exterieures  sont  verticales)  el  une  de  moments  de  sorte 
lous  faut  encore  une  relalion  pour  nous  permettre  de  calculer  les 
nues  F,  F',  F". 

ivons  pour  cela,  en  fonclion  de  ces  demieres  ainsi  que  des  forces 
eures  et  d'apres  la  forme  habituelle,  Tequation  difFerentielle  de  la 
deformee  de  A  en  B  et  integrons-Ia  deux  fois,  ce  qui  introduit 
conslantes  ;  operons  de  meme  pour  la  partie  comprise  de  B  en  C, 
i  fait  apparaitre  deux  nouvelles  constantes,  soit  quatre  en  tout 
ointes  aux  trois  reactions  F,  F',  F"  donnent  sept  inconnues.  Or  il 
cile  de  voir  que  nous  pouvons  ecrire  sept  equalions  de  condition, 

es  2  equations  de  la  Statique  dont  il  a  et^  question  plus  haut, 
!  equations  relatives  a  la  fibre  deformee  ABet  esprimantquecelle- 
ise  par  les  points  A  el  B, 

!  equations  exprimant  que  la  fibre  deformee  BC  passe  en  B  et  C, 
equation  exprimant  que  les  deux  fibres  deformees  ont  une  tan- 
I  commune  en  B. 

a  donc  bien  1  equations  pour  1  inconnues,  ce  qui  determine  ces 
eres. 


Fig.m 

y  a  une  travee  de  plus  CD,  nous  aurons  une  nouvelle  reaction  F'"; 

ecrirons  alors  l'equation  de  la  fibre  deformee  de  C  en  D  el,  en 
grant  deux  fois,  nous  aurons  2  aulres  constantes,  soit  en  toul  3 
elles  inconnues  pour  lesquelles  nous  aurons  3  equations  de  condi- 

i  equations  exprimant  quc  la  fibre  deformee  passe  en  C  et  en  D, 
I  equation  exprimant  qu'il  y  a  une  tangente  commune  en  C. 
esulte  de  la  que  chaque  nouvelle  travee  introduit  3  inconnues  et 
lations  de  condition,  le  probleme  peut  donc  etre  considere  comme 
u ;  mais  il  importe  de  remarquer  qu'en  operant  comme  nous  venons 
dire  on  a  a  integrer  2  fois  »  equalions  differentielles  (n  etant  le 
ire  des  travees)  et  a  resoudre  3  n  + 1  equations  du  premier  degre 
inantSn+l  inconnues,  et  ce  sonl  la  des  operations  extremement 
les  et  laborieuses.  Le  thioTdme  des  trois  moments  pennet  d'arriver 
coup  plus  rapidement  a  la  solution  du  probleme  qui  nous  occupe. 


§  159.  —  Tbdordme  des  trols  m 

Soient  A,  B,  C  trois  appuis  cons^cutifs  sur  lesq 
droite  dont  la  section  esl  constanle  dans  la  longi 
et  qui  est  soumise  a  des  forces  quelconques  n 
et  contenues  dans  le  plan  de  symetrie  de  la  pi 
par  exeraple,  la  poutre  horizontale  de  fa^on  que 


Pig.  3U 

soient  verticales.  Appelons  M„  H„  M,  les  mon 
quels  la  poutre  est  soumise  aux  points  A,  B,  C; 
des  deux  travees ;  I,  et  1,  les  moments  d'inertie  d 
versales ;  A,  et  A,  les  hauteurs  verticales  dont 
passer  d'un  appui  a  celui  de  droite ;  F„  F„  F,  lei 
que  la  poutre  exerce  sur  ses  appuis  et  par  suite 
par  ces  demiers. 

FaisoQs  une  section  transversale  quelconque 
droite  et  appelons  m  le  moment  auquel  donnent 
de  B  en  «i>,  les  forces  exterieures  seults  qui  sont  i 
a  cette  travee  BC,  non  compris  les  reactions  d 
montre  precedemraent  (§  56)  que,  sip  est  la  fo 
metre  courant  appliquee  a  la  piece  BG,  on  a  (p  ei 
conque  de  Vabscisse  l), 


-/; 


y.  («-S).  di 


j  avona  explique  que  la  valeur  de  cetle  integrale  peut  se  cal- 
pour  une  abscisse  quelconque  x,  soit  par  l'analyse,  soit  par  un 
^raphique  qui  est  facile  a  executer  dans  tous  les  cas  meme  les 
impliques.  Nous  pouvons  donc  considerer  m  comme  une  fonction 
de  X  qui  est  connue  soit  par  sa 
valeur  alg^brique,  soit  par  une 
courbe  flgurative. 

Geci  pose  considerons  la  travee 
BC  a  parl  et  ecrivons  requalion 
babituelle  d'equilibre  pour  la  sec- 
tion  uv,  en  appelant  T,  la  portion 
de  la  reaction  F,  qui  est  employee 
a  deformerBGC);  nous  avons  ainsi 

E.  I,.^=M,-T..x  +  m. 
m.  215  "* 

tit  egal,  commenous  venons  de  le  dire,  a    (     P,-{x  —  i)-d\,  el  p, 
a  cliarge  par  millimelre  courant,  variable  ou  non,  qui  est  appli- 
la  Iravee  BC. 
itre  part  la  Statique  donne  pour  la  travee  totale,  en  prenanl  les 


its  par  rapport  au  point  C  el  en  appelant  SP,  la  somme  des  cbarges 
tment  appliquees  a  la  travee  BC, 


^,+f^P..i=^-i).di 


Dme  il  ast  bcile  de  a'»a  rcndra  coiDpte,  Fi  aai  amplojj  i  diirarmar  uon  senlamant  ia  tmie 
ancora  caUti  de  gaaebe;  Ti  eat  la  portioD  do  Pi  qu'il  fout  Bppiiquer  en  B,  »ec  le  mo- 
^our  que  la  djformBtian  de  la  pautre  ne  ctiuige  pas.  Od  Tem  plui  loin  (§  163)  UQ  eMin- 
itte  dicompositioD  dei  riactiaoa  V  exerc^  par  les  ippuis. 


r' 


ou  bien,  en  posant  C,=J    p^.{x~^.d\,  C, 
slante  qu'on  peut  determiner  facilement, 


M.  =  M,  — T,.L.  +  C. 


„  _M. -M.  +C. 

^*  ~       e; 


et  par  suite 


dx'  '  L. 


E.i..^^-„)  =  M,..-a.::^. 


ce  qui  donne  en  integrant 

M.~ 

ip,  etant  la  valeur  de  -^  pour  x=o. 

Integrons  une  Qouveile  fois 

v  j  ,  ,     1 »»      .      M,  -  M,  +  C, 

E.  I.  Cy  — ?,-  x}  =  ^ii,.  X' : — ^-       ■> 

Pour  iB=L„  on  doit  avoir  y^-^-h^;  requation 
E.  I.  (K  -  ?,.  L.)  =1  M,.  L.'-^'~^'+^ 
D'ou  en  reduisant 

''(r.-'.)  =  T.[8''-^+l''- ''■-§''•■' 

Pour  appliquer  la  meme  equationa  la  travee  AB 
de  B  en  A  au  lieu  de  B  en  C),  11  sufGl  evidemme 
et  9,  en  — ^,,  M,  en  M„  L.  en  L,,  C,  en  G„  p, 
donc 

'=(-^+'')=r[5"-^'+8"-'"-6-<^. 


mtons  membre  a  membre  les  deux  relaLions  precedentes ;  il  vient, 
res  reductions, 

-j-+2M.(-j-+  .j_J+M..^=-^+-j^ j^^^ 


.(te'  — 
L..  I.v 


-hjf! 


st  requatjon  dite  de$  trois  moments  parce  qu'elle  donne  une  relation 
re  les  moments  qui  sollicitent  la  poutre  par  le  travers  de  trois 
mis  consecutifs  quelconques  ('). 

Cil  s'agit  d'une  poutre  de  dimensions  donnees,  l'equation  precedente 
contient  conune  inconnues  que  les  trois  moments  et  elle  permet  par 
te,  comme  nous  le  verrons  plus  loin,  d'arriver  facilemenl  a  leur 
ermination.  Si,  au  contraire,  il  s'agil  de  la  faire  aervir  a  Irouver 
illes  dimensions  il  convienl  d'adopter  pour  une  poutre  soumise  a  des 
rges  connues,  rexislence  des  momenls  d'inertie  !,,  1,  complique 
^lierement  la  solution  du  probleme.  Pour  le  resoudre,  il  faudrait 
rer  par  approximations  successives ;  mais,  dans  la  pralique,  la 
ation  se  simplifie  d'une  maniere  notable  parce  que,  sauf  des  cas 
eptionnels,  on  place  les  appuis  de  niveau,  c'est-a-dire  SHr  une 
ne  horizontale ;  on  a  alors  A,=o,  h,—o  et  il  suffil  alors   de  se 

ner  a  priori  la  valeur  durapport  -p  pour  avoir  une  relation  qui  ne 

ferme  comme  inconnues  que  les  trois  momenls  consid^res. 

ne  autre  remarque  importante  a  faire  est  la  suivante  :  dans  les  cal- 

I  qui  conduisenl  a  retablissement  du  theoreme  des  troia  moments, 
iuppose  que  la  section  de  la  poutre  est  constante  dans  la  longueur 
;haque  trav6e ;  or,  en  realile,  il  n'en  esl  pas  ainsi  parce  qu'on  lache 
;e  rapprocher,  au  moins  dans  une  certaine  mesure  de  la  forme  du 
le  d'egale  resistance.  Faire  usage,  dans  ces  conditions,  du  th^oreme 

trois  moments  conslitue,  a  coup  sOr,  une  maniere  d'agir  qui  est 
ilument  inexacte  au  point  de  vue  Iheorique,  mais  Texperience  [a 
itre  que  les  longuespoutresdes  ponts  metalliques  calculees  de  cette 
liere  ont  donne  des  resultats  satisfaisants  et  on  peul  par  suite 
)pter  en  loute  securite  (*}.  Leseul  point  auquel  il  soit  necessaire  de 

Comme  nous  I'*toiii  d^k  dit,  I&  toDctian  nt  sat  coDDofl,  par  coDiAqDeDl  l«i  inUgtmlu 
n.  dx*  Bo  cBkuleroDt  ruilameDt  ptr  nne  Joubte  ial^rBlioD  mU  slgibriqne,  loit  grtpbiqoe. 

II  eat  copendsnt  poMible  de  [«nir  compte  thAeriqueujoat  de  1>  Tui&tion  de  welion  de  h 
I  \  on  ponm  consaller  k  ce  Bujet  l«s  Mimoiret  de  la  SoeiSti  des  InginUurt  Ctvili,  deu- 
wmMlre  1880,  p.  tll  (HJmDirs  de  Hr  Clere)  et  U  Statigue  graphique  de  W'  Haurice 
tome  2.  p.  302. 
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porter  une  attention  toute  particuliere  est  de  bic 
appuis  soienl  exactenieDt  de  niveau,  comme  on  le  31 
simplifiee  en  faisantA,=o  et  h,=o  :  ilest  eneffe 
qu'une  variation  dehauleur.m^mGassezfaible,  d( 
elre  tres  comparable  a  la  fleche  que  tend  a  prend 
tion  descharges  auxquelles  elle  estsoumise  etpa 
denivellation  soit  susceptible  de  modifier  d'une  mai 
sible  les  rosultats  qui  ont  6te  obtenus  en  parlant 
differente,  11  pourraitmeme  arriver,  dans  cerlain 
poutre  cessat  de  porler  surl'un  des  points  d'appi 
plus  aiors  qu'un  rapport  Ires  eloigne  avec  les  c 
seraient  censes  s'y  appliquer.  U  faudra  donc  a 
particulier  a  ce  que  les  appuis  soient  a  des  h; 
poutre,  supposee  soustraite  a  toutes  les  forces  qi 
pris  la  pesanteur,  les  touclie  tous  sans  se  deformt 
le  profil  suivant  lequel  sont  eiablis  les  points  d'i 
qu'aurait  la  poulre  suppos^e,  par  exemple,  co 
realisation  de  cette  derniere  condition  a  paru  ass 
ingenieurs  pour  les  engager  a  renoncer  aux  ponl 
et  a  faire  usage  de  poulres  coupees  a  chaque  poi 
se  trouver  alors  dans  des  conditions  bien  neltc 
moins  des  raisons  d'economie  dans  la  construclio 
monlage  el  la  mise  en  place  font  presque  toujour! 
dispositit  celui  des  travees  sohdaires  qui  est  pa 
geux  pour  les  grandes  ouvertures. 


—  Gas  partiouUer  dn  thdordme  dei 
(Appuls  de  nlvean  et  poutre  anlfoi 


Si  les  trois  appuis  cons^cutife  consideres  son 


"Ke 


uniquement  soumise  a  des  charges  uniformement 
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constammenl  nuUe  de  B  eo  S,  rautre  egale  a 
culs  nou3  aurons  donc  ii  integrer  separeme 
miere  deaT=:o  a  a:=o,l'autredea;=oaa:=:L 


de  la  premiere  fonction  elant  evidemment 
nous  occuper  de  la  seconde.  Noua  avons  dou 

«1  =P.  (x-a.) 
/m.d^  =  P.(|-«..-. 

puisque  rintegrale  drolt  elre  nulle  pour  «= 


et  par  consequent,  en  prenant  cette  integraJ 

//^■-..^.=|<L.-<-.... 

Quant  a  C„  sa  valeur  est 

C.  =  P,(L.-a.: 

Nous  avons  donc  pour  la  force  consideree 
Iravee 

Supposons  egalement  qu'il  y  ait  ime  forct 
trav6e  AB;  eUe  donnera  lieu  identlquem 


condilion  qu'on  remplace  o,  par  ia  longueur  K 
rorigine  commune  des  coordonnees  B,  Or, 


■\5r 


-j 
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estimer  la  posilion  des  forces  par  rapport  a 
voisin,  nou3  avons  VB=L, — o,  et  par  conseqi 


C,.  L,  6     rrL 

~T,  L,.  I,JJ 


de  sorte  que  Tequation  des  trois  moments  est : 


Si  il  y  a  un  nombre  quelconque  de  forcf 
diverses  travees,  chacune  d'elle3  donne  lieu 


V- 


ng.«e 

analogue  aux  lermes  ci-dessus  en  P,  et  en  P 
eziste  en  outi-e  des  cliarges  uniformement  rep 

second  membre  Texpression  deja  trouvee  -r-  {f 

Si  les  forces  appliquees  a  la  travee  donnaiet 
algebriques  Irop  compliquees,  on  auraitsoin,  1 
rintegration  graphique  qui  ne  presente  de  dif^ 
ne  peut  donner  lieu  a  aucune  erreur  quand  la 
mcnls  (dans  lesquels  n'enlrent  pas  les  reaclii 


r 


ele  tracee.  On  pourra  par  exemple  traiter  de  cet 
une  charge  uniformement  repartie  s'etend  sur  «n 


la  longueur  de  une  ou  plusieurs  IraTees,  de  U  en  A 
la  fonction  m  a  alors  les  valeurs  suivantes : 


de  A  en  U,  tn  est  conatamment  nal, 
de  U  ea  Y,m  =  -sp{x*  —  a'),  parabole  ' 
de  VenB,  m  =  p(a'—a)l() 


^a+a' 


L'inl6gratioQ  grapliique  se  fera  sans  difflcultes ;  on 
la  question  algebriquement. 

En  resume  nous  conclurons  de  tout  ce  qui  prece 
calculer  dans  tous  les  cas  et  par  des  procedes  pn 
difTerents  termes  qui  figurent  dans  le  second  tert 
trois  moments." 


§  162.  —  Applloation  dti  thdordme  des  tro 

reclierohe  du  moment  fl^ohlssa 

nne  seotlon  transvei 


Premier  cas.  —  Les  deux  esctremH6$  de  ta  poutr 
str^ea. 

Considerons  une  poutre  droite  reposant  sur  ii  -{- 1 
d'abord  qu'elle  ne  soit  encastree  a  aucune  de  ses 
ments  extremes  Mo  et  Hq  sont  alors  nuls.  Or  le  the 
ments  nous  donne  n  —  1  equations  distinctes ;  nou: 
de  relations  que  cela  est  necessaire  pour  determine 


18  et  il  nous  suffipa  de  pesoudre  n  — 1  equations  du  premier  de- 
— i  inconnues,  tandis  que  par  la  premiere  methode  nous  en 
in+i  (5  1S9).  Le  probleme  se  trouve  donc  consideraWement 
e ;  malgre  cela  il  donne  encore  lieu  a  des  calculs  un  peu  longs 
le  nombre  des  travees  est  considerable  et  que  celles-ci  ont  des 
irs  variables.  En  pratique,  on  adopte  generalement,  pour  les 
I  poutres  qui  constituent  les  ponls  metalliques,  des  ouvertures 
ites  de  travees,  sauf  pour  la  premiere  et  la  derniere  qu'on  fait 
;ral  un  peu  moins  grandes  mais  cependant  toutes  deux  ^gales 
lles.  Ce  dispositif  facilitebeaucoup.Ies  calculs  en  permetlant  des 
cations  qu'on  Irouvera  exposees  dans  les  ouvrages  speciaux  (*), 
li  ne  rentrenl  pas  dans  le  cadre  de  ce  Traite. 
Etissant  les  moments  correspondant  a  chacun  des  points  d'appui, 
ile  alors  les  vateurs  des  portions  T  des  reactioQS  des  points  d'ap- 
la  formule  (§  1S9) 


T*  = 


M*  - 


int  egal,  comme  nous  ravons  vu,  au  moment  par  rapport  au 
(Appui  ft-(-l)  de  toutes  les  forces  exterieures  (noncomprisesles 


\/ 


Jravee    K*  1 
Flg.  33t 

is  des  points  d'app«i)  appliquees  a  la  Iravee  VS.  La  quanlile  C*^, 
urs  pour  expression  (§  159) 


<=-=/, 


1**+! 


p*„  ix-i)di 


e  calculera  par  Tanalyse  ou  par  une  integration  graphique. 

^  Les  valeurs  de  Ti,  Tt+, etant 

ainsi  connues,  on  determinera  ie  mo- 

ment  flechissant  M  correspondant  a 

^  une    section  quelconque  kv  par  la 


frelation  (§  159) 
... 


:*  -  T*.  X  +f%k*t  («  -5)  d^ 


Fig.  832 
aam,  ea  puticuliar,  couulter  Is  Be$uta«ee  dt$  maliriaux  ie  Bimm  at  calla  do 


r 


dans  laqueUe  r*p*+j  (a;  — E)  d5  se  calculera  comme  rintegrale 
denle.  Les  valeurs  ainsi  obtenues  pour  les  moments  flechis: 
relalifs  aux  diverses  sections  transversales  pourront  alors  ^tr^ 
lageusemenl  repr^sentees  par  un  trace  graphique. 

Rien  ne  sera  j)Ius  facile  ensuite  que  de  calculer  reffort  tran 
correspondant  a  une  section  Iransversale  quelconque  «t>,  soit  e 


gente  a  la  courbe  des  moments  que  nous  venons  d'apprendre  a 

On  obtient  egalement  aans  difflculte  les  reaclions  exercees 

points  d'appui :  conaiderons  par  exemple  rappui  V  de  rang  k :  1 


ri|.  233 

s^e  totale  qu')l  exerce  de  bas  en  haut  est  ^gale,  comme  nous 
deja  dit  (5  159),  au  tenne  T*  (relalif  a  la  travee  ft  +  l)  augmen 
quantite  analogue  exprimant  la  pression  exercee  par  la  Iravee  /. 
meme  appui  V,  c'e9t-a-dire  a 

T*-l-i:Pt-T*-, 

£Pit  6tant  la  somme  totale  des  forces  exterieures  direclemenl 
quees  a  la  trav^e  fc,  somme  qui  est  connue.' 

Comme  appUcation  des  th^ories  precedentes,  examinons  le  ca 
cuUer  ou  la  charge  se  compose  uniquement  de  poids  unifon: 
repartis  dans  chaque  Iravee.  On  a  alors 


" lHZ 

M  =  M»  —  T».  «  +  Ip,^.  i" 
Q  =  — T»+p(,,.  i 

Les  moments  flechissants  sont  donc  alors  represent^s  par  une  pi 
du  second  degre,  et  les  elTorts  tranchants  par  unellgnedroitequ 


§162 
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Taxe  des  x  en  un  point  H  tel  que  V  H  =  — ^ .  U  y  aura  lieu  de  deter- 

miner  directement  cette  derniere  quantite  dont  on  se  servira  pour  cal- 
culer  le  raoment  correspondant  HH' ;  le  point  H'  est  evidemment  le 


Fig.  231 

sommet  de  la  parabole  des  moments  flechissants  qui,  rapport^e  aux 
axes  coordonn^s  H'  X',  H'  Y'  a  pour  equation 


y'  =  3i>*-H-  «'• 


On  la  tracera  donc  avec  la  plus  grande  facilite  et,  comme  verification, 
elle  devra  passer  par  les  points  D  et  D'  deja  determines  parles  valeurs 
deMjfcetM*+|. 

Deuxieme  cas.  —  Zes  deux  extr^mites  de  la  poutre,  ou  Vune  dTelles 
seulementj  sont  encastrees. 

Dans  ce  cas,  si  n-f-l  est  le  nombre  des  points  d*appui,  on  a  n-J-1 
moments  inconnus  a  determiner,  tandis  que  la  theorie  des  trois  moments 
ne  donne  que  n — 1  equations.  Les  deux  autres  relations  necessaires 
pour  resoudre  le  probleme  nous  seront  donnees  par  la  condition  que 
Tangle  designe  precedemment  par  cp  (§  159)  soit  nul  aux  extremites  de 
la  poutre,  la  oii  il  y  a  encastrement.  Pour  la  premiere  travee,  en  vertu 
de  Tequation  (§  159) 

^  (fe  -  '•)=i:  [-3  ^  ^'+1  **«•  ^-  - 1  «'•  ^' + i  /X^'"'-'^^ 


nous  avons  en  faisanl  ipo=  o 

i^'=iM..L,+!M,.   I.-J0,. 

Pour  la  derniere  travee  nous  aurons  de  mem 


E 


(-r.+  '-)=-^[i"-'"+l«"-''- 


d'oii  en  faisanl  ^»=0 

-i^'  =  lM..L.  +  \a....U-lc. 

Ces  deux  equalions  jointes  aux  autres  penne 
moments  inconnus ;  on  procedera  ensuite  cc 
trouver  les  moments  flechissants  et  les  efforl! 
tracer  leurs  courbes  representatives. 


-  Pontre  drolte  unlformdmez 

sur  trois  appuis  denlveau 

extrdmit^s  encf 


A  titre  d'application,  etudions  le  cas  d'une  { 
trois  appuis  de  niveau,  non  equidistants,  . 
charg^e  sur  toute  sa  longueur  de  p  kilogramt 

Comme  11  ne  s'agit  que  de  mieux  faire  voir 
a  suivre  pour  les  calculs,  nous  nous  donneri 
des  longueurs  des  travees  et  nous  admettro 
d'elles  a  une  longueur  double  de  Tautre.  L 
poutre  n'etant  pas  encastrecs,  on  a  Ub=o, 
fequation  des  trois  momenLs  devient 

2M,  (L  +  2  L)  = 
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L'effort  tranchant  T,  correspondant  au  premier  point  d'appui  A  est 


Mo-M. +|p.  L"      , 
To  = 1^-= =  Ji).  L=AD 


La  cbarge  que  la  premiere  trav6e  donne  sur  le  deuxieme  point  d'ap- 


n%.m 


pui  est  par  suite  egale  a 


T,'  =  p.  L-^  =  |i).  L  =  BE 

L'effort  tranchant  T,  correspondant  a  la  seconde  trav^e  pour  le  m§me 
point  d'appui  B  a  pour  valeur 


T. 


M, -M,  +5  1».  4L' 


2L 


=  j|l».  L  =  BP 


I 

L 


r 


el  par  consequent  la  charge  que  doDne  la  set 
sieme  point  d'appui  C  est 

T',  =  ,.8L-||p.L  =;.?,. 

Les  valeurs  precedentes  permettent  de  tract 
representent  les  efforls  trancbants ;  ceux-ci  soi 
AJ  et  BH  donnees  par  la  relation 

ce  qm  donne 

AJ  =  5  =  J  L 


Lea  ordonnees  correspondantes  JK,  HI  des  co 
chissants  sont  donnees  par  Tequation 


d'ou  ron  deduit 

On  connall  donc  les  aommets  K  et  I  des  dei 
mel  de  tracer  immedi&tement  ces  demieres  p 
les  axes  coordonnes  par  leurs  sommets,  on 
courbes 

Le  probleme  que  nousnous  sommespose  est 

nous  connaisBons  les  courbes  des  moments  fl 

tranchants,  ainsi  que  les  reactions  totale$  eze 

demieres  sont  egales : 

.  ,  .  1      , 
pour  le  premier  appui  A  a  g  p.  L; 


idonl  5  P-  L  sonl  appliques  a  la 
premierelraveeelj|p.  Lila 
deuxieme; 
troisieme  appui  C  a  7%  ;>■  L. 

me  lotale  de  ces  trois  reaclions  est  egale  a  3p.  L,  c'est-a-dire  a 
totale  que  supporte  la  poutre,  comme  cela  doit  en  effet  avoir 
mt  lieu. 

les  deux  trav^es  sont  'igales. 
leux  trav^es  ont  m6me  longueur,  les  aulres  conditions  du  pro- 


n«.  236 

ilant  d'aiUeurs  les  memes  que  precedemment,  il  y  a  evidemment 
complete  par  rapport  a  la  verticale  qui  passe  par  Taippui  milieu 
Quve,  en  operant  comme  lout  a  l'heure,  qu'on  a  les  courbes  de 
236  dans  lesquelles 

M,  =  g  j).  L-  =  BS 


To=T,=?p.  L=  AD  =  Ca 


—  86S  — 
T,  =  |p.  L  =  BE 
AJ-|l       ,    BH 
JK  =  HI  =  -=L 


ts  reactiona  ezercees  parles  appuisexl 

10 
)ui  milieu  -^-  ;t>  L  se  r^partissant  egalei 


164.  —  Pontre  droita  nniforiudni 

sur  trois  appnis  de  niveaa 

encasti 

>us  supposerons  que  t*une  des  travees  i 


sxemple  celle  de  Tautre.  I.<es  extremit^i 
plus  nuls  et  on  a  (§  160) 

Mo.L  +  2M.(l  +  ^  l)  +  M,.|l 
(1)       2Mo  +  IOM,  +3N 


'*■;  trj^ 


•% 


§164 


—  864  — 


11  faut  ecrire  mainienani  que  la  poutre  deformee  a  sa  tangente  hori- 
zontale  en  A  et  en  C,  ce  qui  donne  (§  162) 


Or  on  a  (§  160) 


C.  =|p.L« 
fj     m,.  dx^  =  ^p.  L* 


On  en  deduit  immediatement 


(2)        58  Mo  +  M,  =  ^11.  L« 


Pour  Tautre  extremite  C,  on  a  de  m^me 


gM..gL  +gM..|L  -gC..gL  +^ 


ff. 


nt,.  ds^^^o 


et,  en  remarquant  que 


-  V'i 


on  obtient 


8 
2L 


c.^i^gi-y^^-L' 


XC^     m..rfx«  =  ^p.(|Lf  =  ^l>.L^ 


(8)         2M2  +  M,  =  ^p.  L* 

Nous  avons  donc  trois  equations  (1),  (2)  et  (3)  pour  calculer  Mo,M.,M., 
et  la  solution  du  probleme  se  continuera  d'apres  les  principes  que  nous 
avons  exposes  precedemment. 


> 


'.*.-f 


J.  \ 


CHAPITRE    XII 


fiTUDE   DE   DIVERS    SY£ 


L 


DTUDE  DE  DIV 


§16S. 


Soient  deux  tiges  AD,  DB  articule 
le  (un  mur  par  exemple)  el  articule 
Supposons  qu'un  poids  P  soit  susp 
rces  sonl  soumises  les  diverses  pa 
1"  On  niglige  le  poids  deipidce$. 
Si  les  deux  tiges  sont  assez  courl 
i'on  puisse  negliger,  sanserreurno 


les  sont  soumises,  nous  pouTons  I 
;posee  pour  les  systemes  aplicul 
fcomposer  la  foree  P  en  deux  aut 
emiere  {  est  une  force  de  traclion; 
les  seclions  •>  et  w'  des  deux  barr 


R'.  w' 

et  R*  etant  les  cbarges  par  millime 
bles  pour  les  pieces  en  question. 


^^.■h:: 


1«  "» 


I»» 


'L 

.  —  i 

!■*■-■ 


I  •  *    • 

If"       .1    * 
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En  pralique  i  ei  c  peuvent  se  determiner  par  un  trace  graphique,  ou 
bien  par  le  calcul  au  moyen  des  equations 


sin  (a  -|-  p)       ces  a      cos  P 

Sl  P  et  la  somme  «  +  P  ^ont  constants,  ^  et  c  sont,  comme  on  le  voit, 
proportionnels  a  cos  a  et  cos  p. 

2^  On  tient  compte  du  poids  des  pieces. 

Supposons  maintenant  que  les  pieces  soient  assez  longues,  et  leur 
poids  assez  grand  pour  que  la  charge  due  a  leur  flexion  ne  soit  plus  ne- 
gligeable ;  nous  etudierons  alors  Fequilibre  de  chacune  d'elles  a  part. 
Occupons-nous  d*abord  de  la  jambe  de  force  BD  et  admettons  que  ce 


B 


D       A 


Fig.  289 

soit  a  elie,  par  exemple,  que  soit  fixe  le  poids  P.  Appelons  H  et  H*  les 
reactions,  verticale  et  horizontale  exercees  par  le  tirant  DA  sur  DB ;  on  a, 
en  appelant  p  le  poids  de  la  piece  et  en  supposant  que  son  centre  de 
gravite  soit  situe  au  milieu  de  sa  longueur, 

p.  5  +P. /  =  H. /+H'.  V 


Considerons  maintenantletirantAD:  les  forces  quilui  sont  appliquees 
sont  son  poids  p\  les  reactions  de  la  jambe  de  force  qui  sont  evidem- 
ment  —  H  et  —  H*,  ainsi  que  la  reaction  du  point  flxe  A.  En  prenant  les 
moments  par  rapport  a  ce  dernier,  on  a 


p\  -^  +  H«  n  =  H*.  »* 


Ces  deux  equations  sufQsent  pour  determiner  H  et  H*,  en  supposant 


tpelp'  soient  connus  soit  exactement,  soit  d'i 
live,  a  Taide  par  exemple  du  calcul  qui  a  et^  fa 
ce  paragraphe  d'apres  la  theorie  generale  des  s 
Ine  fois  U  et  H'  connus,  le  calcul  des  dimension 

pieces  ne  pr6sente  pas  de  difficultea :  la  jamb 
I  soumise  a  une  force  de  compression 
1  des  forces  de  flexion;  c'6St  un  cas 
I  Qous  avons  traite  aux  paragTapbes 

et  119  {'). 

loant  au  lirant  AD,  il  est  soumis  a  des 
irts  de  flezion  et  de  traction  (§  120  et 
)  et,  contrairement  a  ce  qui  a  lieu 
irla  piece  precedenle,  les  deformations 
it  subil  n'ont  pas  d'influence  sensible 

la  fatigue  qu'il  eprouve. 
omme  on  le  voit  d'apres  ce  qui  vient 
Ire  dit  pour  le  calcul  de  la  jambe  de  force 
ommenous  Tavons  dejafaitremarquer 
118),  on  se  trouve  conduit,  daiis  la  determinal 
ipter,  a  une  serie  plus  ou  moins  longue  de  tatc 
i  dire,  on  ne  sait  en  definitive  que  verifier  si, 
inees,  la  construction  projetee  n'eprouve  pa 
nde. 

i  Ton  veut  s^opposer  a  la  flexion  de  la 
ibe  de  force  BD,  on  se  Irouve  conduit, 
ime  nous  Tavons  explique  a  propos 

systemes  articules,  a  multiplier  les 
les  de  la  construction  et  a  adopter  par 
mple,  une  disposition  analogue  k  celle 
la  figure  241,  dans  laquelle  il  n'j  a 
une  ligne  surabondante  et  dont 
que  c6te  peut  se  calculer  avec  la  plus 
nde  facilite. 

luelques    constructeurs,   pour    aug- 
fiter  la  solidite  du  support-grue  dont 
13  nous  occupons,  rendent  invariable  l'angle 
erre  ou  d'un  dispositif  analogue;  onagitparf 


I  Lm  compoHiites  tongitudtnaUi  dm  hma  p,  e'ut-k-dira  da 
;  qB'DDB  importtDM  tr*»  faible,  commg  oo  la  raconniU  bcilemei 
t  oa  H  troure  rtmaod  in  cu  d^nita  pike  sODmiie  k  dei  rorcM 
imdoD  tilDie  k  MD  eitrimit<  Q  118). 
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s  manieres  de  fairc  doivent,  en  principe,  etre  rejetees,  car  elles 
equivalent  a  une  surabondance  de  lignes 
(§  154). 

Si  les  deux  barres  AD,  BD  sont  reu- 
nies  par  un  dispositif  qui  les  rende  abso- 
lument  solidaires  Tune  de  Tautre,  le 
probleme  ae  presente  alors  d'une  autre 
fa^on  et  il  y  a  lieu  de  considerer  le  sup- 
port  comme  un  corps  rigide,  a  ame  evi- 
dee,  travaillant  par  flexion.  On  a  dans  ce 
cas,  en  supposant  que  les  barres  aient 
m^me  section  u). 


Pig.  24! 


R.  w.  y  =  P.  a; 

a  d'ou  Ton  d^duit  o).  II  faut  ensulte  ajouter  une  ikme  (evidSe  ou 
ipable  de  resister  a  TefFort  trancliant,  et  ne  pas  perdre  de  vue 
systeme  ainsi conslitue  doit  elreetabli  defa^ona  pouvoir  r^sister 
ersement. 


-  Grne  artlonlAe. 


)osons  que  la  grue  ait  la  forme  indiquee  par  la  figure  243,  les 

nles  parties  etant  reunies  par  des  articulations. 

a  tUglige  le  poids  des  piecea. 

igeons  d'abord  le  poids  des  pieces,  celles-ci  etanl  suppos^es  ne  pas 

ler  par  flexion;  les  forces  exlerieures  appliquees  a  la  grue  sont : 

>id3  P  applique  en  D, 

action  verticale  P  de  la  crapaudine, 

uple  F.  d  tel  que  F.  d  =  P.  a  (equalion  qui  donne  F). 

me  dans  leproblemeprecedent,  noussupposeronslepoidsPappli- 

ir  exemple,  a  la  volee,  et  nous  le  decomposerons  en  deux  forces, 

le  compression  c  soUicilant  la  volee,  Tautre  de  traction  t  agissant 


r  te  tirant;  elles  se  detenninent  de  Buite.  ( 
imiis  au  poids  P  agissant  Terticalement  en 


tions  f  et  c  produites  par  le  tirant  et  la  votec 

>'it  convient  de  lui  donner  ne  prSsente  pas  ( 

2°  On  tient  compte  du  poida  de»  piieet. 

Tenons  compte  mainlenanl  du  poids  des 

)rs  6tre  conslderees  comme  travailtant  non 

oipression,  mais  encore  par  flexion.  Appeto 

p  le  poids  de  ta  volee, 

p'  celui  du  tirant,  ou  des  lirants  8'it  y  en  a  ] 

p"  celui  du  pivot, 

s  poids  etant  supposes  avoir  ctiacun  leur  r 

igueur  de  ta  piece;  admettons  d^aitteurs 

actement,  soit  au  moins  d'une  maniere  a 

ecedente. 

Conune  on  te  voil  facitemenl,  la  grue  est 

iures  suivanles: 

tes  poids  P,  p,p\p", 

la  rdaction  verlicate  P+p-f-p'+j»",  de  ta  < 

te  coupte  F.  d  let  que 

F.d-P.o-|-(p+y), 

uation  qui  determine  F. 


:\r"  y 


r  < .  • 


r5* 


1.5-1    '  . 
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Etudions  maintenant  chaque  piece  a  part  pour  savoir  a  quelles  forces 
elle  a  a  resister. 


Jf 


F 


U 


t 


N 


j      PV^t/^ 


vt 


H 


u 


i 

> 

A 

•   >ivot 

u' 

y 

V^ 

B 

N 

p+P  */f+/ 

1 

V 

o 

F 

Fig.  344 


rf- 

&C.'- 


1°  FoWtf.  —  La  vol^e  est  soumise  a  l'action  des  forces  suivantes : 
le  poids  P  que  nous  supposons  applique  a  celte  piece, 
le  poidsj?, 

les  reacUons  H  et  H'  exercees  par  le  tirant, 
les  reactions  V  et  V  provenant  du  pivot. 
On  a  pour  requilibre 


(1) 
(2) 

(8) 


V-H' 
(P+H).a+i,.|  =  H'.  J 


1. 
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f  Tirant$  {suppo&it  riduils  &  «n  $eul).  —  Le  tirant  est  [sou 
forces  suivantes: 

le  poidsp', 

les  r^actJons  H  et  H'  provenant  de  la  volee  et  egalea,  mais 
contraire,  a  celles  (pi^exerce  la  volee  sur  le  tirant, 

les  reactions  U  et  V  dues  au  pivot. 

Les  equations  d'equilibre  sont 

(4)  U+p'  =  H 

(6)  U'  =  H' 

(«)  p'.  I+H'.  a=  H.  a 

3°  Pivot.  —  Le  pivot  a  a  rdsister  aux  efforts  suivants : 

son  poidsjD", 

la  reaction  verlicale  P  -H  p  +  p'  +  p"  de  la  crapaudine  a| 
en  G, 

le  couple  F.  d, 

les  r^actions  U  et  U",  V  et  V  provenant  du  tirant  et  de  la  volt 

Les  equatioQs  (1)  a  (6)  permettent  de  determiner  les  6  in 
H,  H',  U,  U',  V  et  V ;  nous  connaissons  d'ailleurs  F.  II  en  resultf 
efTorts  appliques  a  ctiacune  des  pieces  sont  connus;  la  marclie  i 
pour  le  calcul  de  leurs  dimensions  est  celle  qui  a  ete  espose< 
demmenl.  Le  tirant,  n'ayant  rien  a  craindre  de  la  flexion  puisqi 
soumis  a  aucune  force  de  compression,  se  calculera  simplement 
une  tige  Iravaillant  a  la  traction;  quant  a  la  volee,  il  importe  ei 
lement,  comme  nous  Vavons  dit  k  plusieurs  reprises,  de  tenir 
de  la  charge  provenant  du  fait  de  la  flezion.  En  ce  qui  conceme 
on  se  trouve  dans  le  cas  d'une  piece  soumise  a  des  efforta  lo 
naux  et  a  des  moments  flechissants.  Tous  ces  problemes  ont  et< 
precedemmenl. 


§  167.  —  Antre  dl^ositlf  de  ffrue  artlonl^e. 

Nous  supposons  qu'il  y  a  articulation  aux  points  A,  B,  D 
admeltons  que  nous  connaissons,  au  moins  d'une  manicre  app 
tive,  le  poids  de  cbacune  des  pieces  (par  exemple  par  comparais 
un  engin  analogue).  Les  forces  ezlerieures  qui  sollicitent  le  i 
sont: 


t     • 
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le  poids  P  a  soulever, 

le  poids  p  de  la  jambe  de  force  BD, 

le  poids  p'  de  la  vol^e  AK, 

le  poidsp"  du  pivotGI, 

la  reaction  P-hp-+-p'-f-/>"  dela  crapaudine, 

le  couple  F.d  s'opposant  au  renvepsement  de  la  grue, 


Collier 
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p       J       Pivot 
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Fig.  245 

Repr6sentons  a  part  chaque  piece  avec  les  diverses  forces  qui  lui 
sont  appliquees,  et  ecrivons  leurs  equations  d'equilibre.  On  a  pour  la 
volee 


(1) 
(2) 

(8) 


u  +  y  +  p=H 

U'  =  H' 


a 


p\  2  +  P.  « 


H.  fc 


rvTT 
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On  a  pour  la  jambe  de  force 

(4)  R+p=y 

(6)  V  =  H' 

(6)  H.  b+p.^=W.  l 

Ges  6  equations  determinent  les  6  inconnues  U,  U',  V,  V,  H,  H*. 
Quant  a  la  valeur  de  F,  elle  est  donnee  par  la  relalion 

F.  d=P.a+i..|  +  y.| 

Nous  avons  donc  tout  ce  qui  est  necessaire  pour  determiner  les  lorces 
auxquelles  chaque  piece  est  soumise ;  le  calcul  des  dimensions  a  adop- 
ter  se  fera  d'apres  les  methodes  que  nous  avons  exposees. 


§  168.  —  Grues  non  articuldes. 


Si  les  pieces  qui  composent  la  grue,  au  lieu  d*etre  articulees  les  unes 
avec  les  autres,  sont  reunies  par  des  courbes,  des  equerres  ou  d*autres 
dispositifs  qui  rendent  leurs  angles  invariables,  il  faut,  pour  dSterminer 
les  efforts  auxquels  chaque  piece  doit  resister,  faire  entrer  en  jeu  les 
deformations  produites.  Les  calculs  a  effectuer  deviennent  alors  nota- 
blement  plus  compliques,  sans  que  le  mode  d'agencement  ainsi  adopte 
donne  lieu,  comme  nous  Tavons  dit  plusieurs  fois  a  propos  des  systemes 
articules,  a  aucune  economie  de  matiere. 

Une  etude  tres  interessante  de  ce  genre,  relative  a  une  grue  de  forges 
de  20  tonnes,  a  ete  inseree  dans  la  6®  livraison  de  Tannee  4867  du 
Memorial  du  Genie  mariiime.  Son  auteur,  M.  ringenieur  de  la  Marine 
Freville,  a  etudie  en  detail  rinfluence  des  liaisons  s'opposant  a  Finvaria- 
bilite  des  angles,  et,  par  une  discussion  claire  et  precise,  il  a  fait  voir 
qu'au  point  de  vue  des  efforts  statiques  il  y  a  avantage  a  avoirrecours  a 
des  assemblages  articules ;  c*est,  comme  nous  Tavons  dit  bien  des  fois, 
la  conclusion  generale  a  laquelle  a  conduit  plus  tard  Tetude  d'ensemble 
des  systemes  de  ce  genre  :  s'il  y  a  interet  a  rendre,  dans  la  mesure  du 
possible,  les  anglesinvariables,  c'est  en  vue  des  vibrations  et  des  efforts 
de  dislocation  que  produisent  les  chocs  et  qui  tendent  evidemment  a 
disjoindre  les  diverses  pieces  et  a  les  separer  les  unes  des  autres. 


S  169.  —  Fontres  armdesO 

Dsons  que  inous  ayons  une  poulre  droite  AB  pos^e  sur  deux 
de  niveau  et  soumise  a  des  charges  normales  quelconques ; 
prendre  une  forme  telle  que  ADB.  Pour  diminuer  la  fatigue 
eprouve  ou  pour  lui  permettre  de  porler  une  charge  plus  forte, 
lit  souvent  les  poutres  de  cette  espece  d'une  contreflche  D'E  a 
lite  de  laquelle  aboutissent  deus  tirants  EA',  EB'  (').  Grace  a 
m  de  ces  trois  pieces,  le  point  D  ne  peut  plus  s'abaisser  qu'en 


les  deux  tirants  a  8'allonger  el  la  poutre  se  deforme  a  peu  pres 
on  le  voit  en  A'D'B'.  Pour  calculer  les  dimensions  a  donner  au 
;,  11  faudrait  prealablement  connaitre  quel  est  rabaissement 
subl  par  le  point  D  et  traiter  ensuite  la  piece  A'B'  comme  une 
reposant  sur  trois  appuis  dont  les  differences  de  niveau  sont  con- 
n  realite  cet  abaissement  est  extremement  faible  et,  dans  la  pra- 
n  peut  admettre  qu'il  doit  etreregarde  comme  nul;  le  probleme 
ainsi  a  celui  de  la  poutre  posee  sur  trois  appuis  de  niveau  et  11 
consequenl  facile  de  calculer  quelle  est,  dans  ces  conditions,  la 
i  verticale  F  exercee  par  la  conlrefiche  ED',  Si  par  exemple,  Qous 
mvons  dans  le  cas  d'une  charge  unitormement  repartie  a  raison 
ogrammes  par  millimetre  coiu-ant  et  si  D'  estsitueau  milieu  de 
»U3  avons  vu  (§  163)  que  F=  ^p.L  (*).  La  reaction  F  etanl  con- 
en  deduit  immediatement  au  moyen  d'une  simple  decomposi- 
forces  quelles  sont  les  tensions  V,  V  des  tirants  puisqu'il  y  a 
tion  en  E.  Rien  Q'est  plus  simple  alors  que  de  calculer  les 
ions  de  la  contrefiche  (piece  chargee  debout),  des  deux  tirants 


I  tuppoMoi  qu  Im  conlredebe  esl  uticnliB  ea  D'   e[  i|u'il  j  ■  ■rtkuletioD  a 


r 


(tiges  tendues)  et  de  la  poutre  AB  qui  est  soumise  aux  fo 
rieures  connues  P,  V,  V  auz  reactions   verticales  H  et  H* 


vX" 


points  d'appui  A  et  B  qu'il  est  facile  d'obtenir  et  enfln  aui 
autres  charges  directement  appliques  a  cette  piece. 

Comme  on  le  voit  par  ce  qui  precede,  la  contrefiche  remp 
d'un  point  d'appui  supplementaire  et  par  consequent  elle  diic 
siderablement  la  valeur  des  moments  flechissants  qui  agisse 
poutre ;  elle  donne  naissance,  il  est  vrai,  a  des  forces  de  coi 
energiques  qui  s'exercent  aux  extremites  de  celle-ci ;  mais,  poi 
a  ces  derniers  efTorts,  des  dimensions  beaucoup  moindres  s( 
saires  que  dans  le  cas  de  moments  de  flexion,  de  sorte 
compte  fait,  l'addition  d'armature8  permet  de  porter,  avecum 
de  matiere  donnee,  un  poids  beaucoup  plus  considerable ;  tel  f 
tage  qui  resulte  de  leur  emploi. 

Lorsque  la  charge  est  concentree  en  un  point  unique  et  qu 
de  faire  aboutir  la  contrefiche  a  ce  dernier,  on  voil  facilemt 
poutre  est  decharg^e  de  tout  moment  flecbissant  et  a  simj 
resister  a  des  efforts  longitudinauz  de  compression. 

II  est  a  remarquer  que,  dans  le  calcul  des  poutres  armi 
admettons  que  le  point  d'articulation  D'  de  la  contreflche  (fig. ' 
constamment  situe  sur  la  droite  AB;  or  il  est  bien  clair  que 
condition  est  realisee  avant  que  la  charge  ne  soit  appliquee, 
de  Telre  des  que  cette  demiere  fait  sentir  son  action.  Pour  not 
completement  dans  les  conditions  admises  parla  theorie,  il  fav 
demment  munir  les  lirants  de  ridoirs  permettant  de  raccourc 
a  volonle  et  par  suite  de  faire  monler  verticalement  le 
jusqu'a  ce  qu'il  se  trouve  sur  la  droite  AB  lorsque  la  poul 
charge.  Cette  precaution  pourrait  dtre  prise,  mais  on  s'en 
g^neralement  dans  la  pratique ;  on  se  contente  alors  de  bieo 
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1  construction  du  systeme  et  on  laisse  easuite 
m  effet  aur  tout  rensemtile.  Le3  calculs  qui 
s  dimensions  des  poutres  amees  ne  doivent 

etre  consideres  que  comme  un  moyen  commode 
jre  approcbee  le  probleme  propose  ('). 
iont  munis  des  ndoirs  dont  nous  venons  de 
ment,  en  agissant  dans  un  sens  ou  dans  rautre, 
•  a  volonte  la  reaclion  verlicale  exercee  par  la 
prend  facilement  que  de  faibles  variations  de 
une  maniere  tres  appreciable  les  forces  en  jeu. 
descendre  le  point  1)'  d'une  quantite  egale  a  la 
poutre  abandonnee  a  elle-meme  sous  Taction  des 
ipliquees,  Teffet  des  tirants  et  de  la  contreficlie 
ius  les  cas  d'ailleurs,  quel  que  soit  le  serrage 

il  y  aura  toujours  equilibre  autour  du  point  E 
e  la  contrefiche  el  la  tension  des  tirants,  puis- 
n  en  ce  point. 

slconque,  la  contrefiche  n'est  pas  perpendicu- 
bleme  se  resoudra  aussi  simplement  :  le  point  D 
onsidere  comme  un  nouveau  point  d'appui  fixe 
e  verticateP  qui  se  determinera  par  le  theoreme 

'.  sera  egale  a^j>.Lsile  pointDest  aumilieu  de 

niforraement  reparlie).  Comme  la  contreflche  est 

supposee  articulee  en  D,  sa  tension  sera 

donc  egale  a  la  longueur  DK  determiuee 

par  rhorizontale  IIK  menee  par  le  point  II, 

ji         Dans  Tetude  qui  precede  nous  avons 

i;;^^      suppose,  pour  plus  de  simplicite,  qu'il 

n'y  a  qu'une  seule  contrefiche.   S'il  en 

existe  plusieurs,  onpourratraiter  lepro- 

bleme  de  la  meme  facon  apres  avoir  cal- 

cule  les  reactions  de  ces  dernieres  en 

s'appuyant  sur  le   theoreme  des   trois 


«rdre  dc  tdo  que,  dtns  le  cu  de  cbargBS  mobiles,  il  peut  j  ■Toir 
roii  points  A,  D,  B  11«  soieat  pu  ea  ligae  droite  qnand  1*  pi^ 
unple  qu'il  t'>gi»e  d'uD  poids  unique  P  taDl6t  bd  plare,  tutAt 
des  tirants  da  lelle  sorte  que  la  compreuioa  F  de  ts  coDtreflche 
L  P,  U  pantra  oa  sen  soumise  li  ■ucdd  effort  dg  Oexioa  psr  le 
isi),  qasnd  ce  decaier  «ere  ealetiS,  elle  sura  k  rtsisler  k  uu 
[■1  I  eelui  qu'i1  «'sgissstt  A'iriler.  Oa  Toit  douc  bieu  que,  daui  ce 
,  e'est-L-dira  de  (sira  eo  sorte  que,  sods  1'sctioD  da  la  charge  P,  le 
t  au-dessoui  de  Ib  droite  AS. 
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moments  et  en  admettant  qne  leurs  extremites  superieures  se  maintien- 
nent  sur  la  ligne  droite  qui  joint  les  deux  points  d'appui  de  tout  le 
systeme.  11  nous  parait  inutile,  apres  toutes  les  explications  qui  prece- 
dent,  de  nous  etendre  plus  longuement  sur  ce  sujet ;  nous  allons  voir 
d*ailleurs  qu*il  existe  un  moyen  plus  simple  et  en  genSral  sufBsamment 
exact  dans  la  pratique,  pour  traiter  le  probleme  qui  nous  occupe. 


§  170.  —  Galoul  des  poutres  arm^es  en  les  oonsid^rant 

oomme  des  syst6mes  artloolds. 


Considerons  une  poutre  rigide  AB  reposant  sur  deux  points  d'appui 
A  et  B  et  soumise  a  Taction  d*un  certain  nombre  de  forces  isolees  P,  P', 
F', .... ;  imaginons  qu'au  point  d'application  de  chacune  d'elles aboutisse 


Fig.  U*J 

une  contrefiche  munie  de  tirants  et  que  la  tension  de  ces  derniers  ait  ete 
reglee  de  telle  fa^on  que  les  points  A,  B,  G,  H,  ....  soient  tous  en  Ugne 
droite  quand  la  piece  est  en  charge.  II  est  bien  clair  que,  dans  ces  con- 
ditions,  les  moments  fl^chissants  de  la  poutre  sont  nuls  en  tous  points 
et  par  consequent  nous  pouvons,  pour  le  calcul  des  eflforts  interieurs, 
operer  comme  si  le  systeme  etait  entierement  articule. 

Si  les  forces  considerees,  au  lieu  d'etre  isolees,  sont  reparties  sur 
toute  la  longueur  ou  bien  se  deplacent  (comme  dans  le  cas  de  charges 
roulantes),  il  est  hors  de  doute  que,  theoriquement  du  moins,  on  se 
trouve  dans  un  cas  tout  diflferent  du  precedent;  mais,  pratiquement, 
si  le  nombre  des  contrefiches  est  suffisamment  multiplie  (et  c'est  ce 
qui  a  lieu  le  plus  souvent),  les  moments  flechissants  qui  se  developpent 
d'une  contrefiche  a  Tautre  sont  faibles  et  il  se  trouve  meme  que,  sans 
commettre  d'erreur  notable,  on  peut  generalement  les  considerer 
comme  negligeables.  Les  regles  donnees  pour  les  systemes  articules 


^'V' 
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sont  donc  encore  applicables,  a  titre  approche,  a  la  determination  des 
efforts  qui  s'exercent  entre  les  diverses  pieces  du  systeme  en  question 
et  il  en  resulte  une  simplification  notable  dans  les  calculs.  Comme  nous 
Tavons  dit  ($  166),  on  doit  seulement,  avant  d'entreprendre  ceux-ci, 
avoir  soin  de  concentrer  aux  points  (fictifs  ou  non)  d'articulation  A,  B, 
G,  H,  ....  les  forces  exterieures  appliquees  au  systeme  considere. 

Pour  mieux  faire  comprendre  par  un  exemple  tres  simple  cette  ma- 
niere  d'operer,  reprenons  16  cas  d'une  poutre  armee  portant  une  charge 
uniformement  repartie  et  soutenue  en  son  milieu  par  une  contrefiche : 


■tp^ 


D 


^pL 


N^!    I    1    l'l    !    1    IJ^ 

T  T 


B 


Fig.S50 


la  charge  totale  p.L  sera  concenirie  fictivement  aux  points  A,  D,  B, 

111  1 

ce  qui  donne  jP^Ly  -s-p.L  et  -t  p.L.  La  compression  F  =  5p.L  de  la 

contrefiche  etant  ainsi  connue,  il  ne  reste  plus  qu'a  la  decomposer  en 

E  suivant  la  direction  des  tirants  pour  avoir  la  tension  T  de  ces  der- 

niers;  les  efforts  interieurs  qu'il  s'agissait  de  determiner  sont  ainsi 

connus.  Quant  a  la  poutre  AB,  elle  est  soumise,  d'apres  cela,  a  Taction 

1  1 

T  des  tirants,  a  celle  j  p.L  de  la  contrefiche,  a  la  reaction  reelle-^p.L 

de  chacun  des  appuis  A  et  B,  et  enfin  a  la  charge  p,L  uniformement 
r^partie ;  le  calcul  des  dimensions  a  lui  donner  rentre  dans  ce  qui  a  ete 
vu  dans  les  chapitres  prec6dents. 


g  171 .  —  Poutre  &  deux  contreflohes. 


Quant  on  veut  faire  usage  de  deux  contrefiches,  on  emploie  quelque- 
fois  le  systeme  represente  par  la  figure  251.  Nous  supposons  que  les 
charges  sont  concentr^es,  par  les  decompositions  de  forces  que  nous 
avons  indiquees  (§  156  et  170),   aux  points  d'appui  A  et  B  et   aux 
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points  d*apticiilation  C  etDdes  contrefiches.  AppelonsP  et  PMes  charges 
fictives  qui  sont  ainsi  attribuees  aux  points  C  et  D  :  les  reactions  des 


Flg.  251 

points  d*appui  (dans  cette  hypothese  de  la  concentration  des  forces)  se' 
determineront  de  suite  au  moyen  des  relations: 

S'  X  AB  =  F  X  AD  +  P  X  AO 

S  4-  S'  =:  P  +  F 


Pour  obtenir  les  valeurs  des  tensions  Z,  U,  V,  coupons  la  poutre  par 
une  ligne  telle  que  m  n ;  nous  avons,  comme  dans  le  cas  gen^ral  des 
systemes  articules  (§  153),  les  trois  relations  suivantes : 

Z  X  EO  +  F  X  CD  =  8'  X  CB  (Moment  par  rapport  &  E) 

V  X  DG  =  S'  X  DB  (Moment  par  rapport  k  D) 

U  X  cofl  «  =  F  —  S'  (Projection  snr  DG) 

ce  qui  donne  de  suite  Z,  V,  U. 

Les  forces  X  et  Y  se  trouveront  de  suite  par  la  decomposition  de  S ; 
on  obtiendra  de  meme  X'  et  Y'.  Les  compressions  qui  s'exercent  sur  les 
contrefiches  se  determineront  d'une  maniere  analogue  par  des  compo- 
sitions  de  forces  effectuees  autour  des  points  E  et  6;  comme  verification, 
les  resultantes  obtenues  devront  6tre  dirigees  suivant  EC  et  GD. 

n  est  facile  de  voir  que  la  poutre  AB  est  comprimee  sur  toute  sa  lon- 
gueur  ainsi  que  les  deux  contrefiches ;  les  tirants  AE,  EG,  GB  sont  sou- 
mis  a  des  efforts  d*extension.  Quant  a  la  barre  DE,  elle  travaille  soit  a 
Textension,  soit  a  la  compression  suivant  les  valeurs  des  forces  P  et  P* 
et  les  proportions  relatives  du  systeme  ;  il  y  a  avantage  a  cet  egard  a  se 
servir  soit  de  la  diagonale  DE,  soit  de  Tautre  CG  de  facon  a  avoir  une 
barre  tiree  et  non  pas  comprimee.  Quelques  constructeurs  font  usage 
de  ces  deux  diagonales  a  la  fois  de  facon  qu'il  y  en  ait  toujours  une  qui 
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Eiille  par  extension  quelles  que  soient  les  forces  en  jeu ;  mais,  si  on 

Bre  ne  paa  faire  usage  de  lignes  surabondanlea,  on  n'en  prendra 
qu'une  en  ladisposant de  telle  sorte 
qu'elle  puisse  resisler  au  besoin  a 
la  compresaion. 

Autre  diipositif  de  poutre  A  deux 
contrefiches.  —  Le  dispositif  de  la 
figure  2S2  donne  lieu  a  des  consi- 
derations  du  m^me  genre  et  le 
calcul  des  efforls  int^rieurs  ne 
presente  pas  de  difSeult6.  On  re- 
marquera  seulement  queles  pieces 

travaiUaient  par  traction  dans  le  cas  de  la  figure  2S1  sont  ici  sou- 

)s  a  dea  efTorls  de  compression  et  inversement. 


Fi«.  £52 


§  172.  —  Tabller  sontena  par  des  tirants  multlplea. 


>ur  soutenir  les  tabliers  de  certaines  passerelles  ou  de  ponts,  on  a 
ieurs  fois  employ^  le  dispositif  de  la  figure  253  qui  est  applicable  a 
trescas. 


PlE.  159 


1  reaction  verticale  F  exercee  par  le  support  central  K  est  egale  a  la 
me  de  toutes  les  cliarges  ;  celles-ci  etant  d'ailleurs  supposees  con- 
r^es  aux  points  d'articuIalion  des  lirants  avec  le  tablier  MN,  on 
■rait  determiner,  par  la  methode  des  sections  (5  153),  les  efTorts  qui 
citent  les  diverses  barres,  mais  il  est  plus  simple  de  considerer  le 


r^ 
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§  178 


systeme  comme  resultani  de  la  superposition  des  systemes  articules 
representes  par  la  figure  254.  Chacun  d'eux  se  calculera  aisement  et  la 
compression  exercee  sur  la  poutre  MN  s*obtiendra  de  proche  en  proche 
par  de  simples  additions.  On  remarquera  seulement  que,  pour  que  les 


2P, 


2P 
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choses  se  passent  pratiquement  comme  on  le  suppose  dans  le  calcul 
precedent,  le  reglage  des  tirants  qui  soutiennent  le  tablier  devra  etre 
Fobjet  d*une  attention  toute  speciale,  sans  quoi  il  pourrait  se  produire 
des  moments  flechissants  notables  aux  points  de  jonction  des  tirants 
avec  la  poutre  rigide  MN. 

Des  considerations  analogues  aux  precedentes  sont  evidemment  appli- 
cables  au  cas  d'un  tablier  place  en  porte  afaux  d'un  seul  c6te  dusupport 
flxe  K ;  on  aurait  alors  a  considerer  la  superposition  de  plusieurs  sys- 
temes  articules  semblables  a  celui  du  support  grue  du  paragraphe  165. 


§173.  —  Poutre  armde  du  syst6me  BollmaniL 


La  semelle  AB  est  divisee  en  un  certain  nombre  de  parties  egales  sou- 
ienues  par  des  contreflches  de  meme  bauteur,  a  rextremite  inferieure 
desquelles  aboutissent  des  tirants  venant  tous  s^attacher  aux  extremites 


upposons  que  la  poutre  soit  soumise  a  ime  charge  de  p  kilo- 
1  par  milliraetre  coupant;  appelons  L  lalongueur  de  chacunede 
ivisions  et  n  le  nombre  de  ces  dernieres.  Les  reactions  verti- 


P^.iSEi 
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ircees  par  chacun  des  appuis  A  et  B  sont  egales  a  ^  n.jD.  L. 

atrons  maintenanl  toutes  les  charges  auz  divers  points  de  sub- 

;  C,  D,  G, seront  ainsi  soumis  chacun  a  une  force  ;>.  L. 

IX  points  d'appui  A  et  B,  ils  recevront  chacun  de  ce  fait  une 

■  p.  L,  de  sorte  que  la  reaclion  totale  qui  leur  est  definitirement 

e  est  egale  a 


in.i,.L-ip.  L=i(«-l).j>.L 

)08e,  nous  pouTons  considerer  la  poutre  Bollmann  comme 
t  de  la  superposition  d'une  serie  de  systemes  articules  charges 
d'un  poids  p.  h,  et  par  cons^quent  nous  obtenons  de  sUite  les 


Fig.tS6 

des  tirants  ainsi  que  les  efTorts  de  compression  appHques  a  la 
Le  calcul  de  cette  derniere  se  fera,  comme  nous  l'avon8  dit  bien 
,  en  tenant  compte  des  forces  dues  aux  contrefiches  et  aux 
insi  que  des  moments  flechissants  provenant  des  forces  r^elles 


telles  qu'elles  sont  appliquees  a  I3  poutre  (g  1*] 
entendu  ,  les  r^actiona  s  n.p.  L  reellement  exerc 
d'appui. 

U  est  a  remarquer  qu'avec  le  disposilif  Boll: 
d'arnialure  travaiUe  Independammenl  des  autre 
supporter  si  sa  contrefiche  n'aboulil  pas  a  l'un  c 
des  forces  prealablement  concentrees  aux  poii 
particulier,  dans  le  cas  d'une  charge  roulante  1 
entrent  successivement  en  travail  les  unes  a  la  su 
d'elles  supportanl  a  un  moment  donne  toute  la 
aurepos.  Cesl  la  evidemment  un  inconvenient 
venons  d'etudier. 


§  174.  —  Poutre  arm^e  du  systi 


La  disposition  des  armatures  esl  representee 
divise  la  semelle  AB  en  deux  parties  egales  au  pi 
Tannature  formee  de  la  contrefiche  G  C  et  des  lii 
des  moities  est  elle-meme  subdivisee  en  deux  a 
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opere  absolument  comme  sur  la  poutre  entien 
meme  facon  jusqu'a  ce  qu'on  arrive  a  des  sub 
pour  que  les  moments  flecbissants  puissent  etre 
faibles. 

Supposons  qu'il  s'agisse  d'un  poids  uoiform4: 
precedemment  (§  113),  concentrons  les  charges 
ment  des  contreficbes  de  sorte  qu'en  chacun  d 


s  reactions  totales  des  points  d'appui  A  et  B  elantd'ail- 

L.  Si  I'on  considere  les  contrefiches  de  Tindice  n  le 

rtie  superieure  desquelles  n'aboutil  aucun  tiranl  ('),  on 
Ues  sonl  soumises  a  une  compression  p.  L  et  par  conse- 

iminediatemenl,  au  moyen  du  parallelogramme  des 
13  F  des  tirants  qui  y  aboutissent.  Passant  de  la  aux 
1  suivants  D,  E  d'indice  n  —  1,  on  voit  qu'ils  sont  sou- 
le  cliarge  exterieure  p.  L,  puis  a  une  charge  2  F.  sin  a 
ants  qui  y  aboutissent ;  comme  2F.  8ina=p.  L,  ii  en 
JOntrefiches  DD',  EE'  supportenl  en  realite  un  efforl 
duit  immediatement  les  lensions  des  lirants  qui  con- 
i'.  En  paasant  ensuite  aux  subdivisions  d'indice  n  —  2, 
ne  que  les  contrefiches  correspondantes  C  C  sont  sou- 
^  4p.L  et  ainsi  de  suite  de  sorte  que  les  calculs  s'a- 
culte. 

s  tirants  qui  aboutissent  a  tous  les  poinls  de  division 
1  A  et  B)  se  faisant  equilibre,  il  s'ensuit  que  la  compres- 
:■  la  semelle  est  constante  sur  toute  sa  longueur. 
a  une  ou  a  plusieurs  charges  isolees,  on  voit,  au  moyen 
3  qui  precedent,  que,  si  le  poids  considere  est  applique 
rs  points  de  subdivision  d'indice  n,  son  influence  se 
clie  en  proche,  en  s'affaiblissant  de  plus  en  plus,  sur 
nent  des  contreficbes  et  des  tirants  d'indices  m  —  1, 
)int  d'applicalion  est  situe  sur  Tune  des  divisions  d'un 
n,  on  voit  egalement  que  Teffet  de  la  charge  sera  nul 
li  correspondenl  aux  pointa  d'un  ordre  superieur ;  en 

le  poids  mobile  se  trouvera  au  milieu  C  de  la  poutre, 
;e  la  conlrefiche  C.C  et  les  deux  tirants  AC,  BC.  Avec 
une  charge  roulantefera  donc  travailler  d'une  maniere 
matures,  en  iaissant  a  certains  moments  une  nolable 
s  absolument  inactivcs. 


-  Foutre  Warreu  ou  &  treillls  simple. 


m  est form^e  de  barres  formant  entre  elles  des  Iriangles 
loses,  dont  la  forme  peut  d'ailleurs  ^tre  combinee  de 

1=3  et  1«  eoBtredebM  sn  quMliDD  Mot  GC,  HB',  1 1'  et  KR*. 


diverses  manieres.  La  meme  etude  eat 
de  ce  genre ;  prenons  par  exemple  Ci 
charge  uniforinement  repartie  sur  la  s 
des  divisionsdecette  demiere.  Apres 
culalions  A,  C,  D,  E,  ....  S,  B,  on  voil  qu 


Klg.  K 

charge  p.  L,  tandis  que  les  reactions  d 

Pour  trouver  les  forces  qui  sollicitei 
methode  des  sections.  Coupons  par  ea 
considerons  la  partie  de  droite  ;  nous 
pour  calculer  les  forces  X,  Y,  Z.  Si  1 
flechissants  qui  correspondent  aux  s 
valeur  conslante  de  refforl  Iranchant  i 
sectionsC),  on  a,  en  prenant  deux  t 
projection, 

X.  A  = 
Y.h  = 


On  determinera  de  cette  facon  les 
toutes  les  barres.  On  reconnait  d'aillei 
silion  des  courbes  qui  represenlent 
efforts  trancbants  d'une  poutre  reposa 
represente  toujours  une  tension  et  Y 
semelle  inferieure  est  partoutliriie  et  I 
primee ;  ce  sonl  elles  qui  resistent  au2 
barres  obliques,  celles  qui  vont  en  i 
tirees  dans  la  moitie  gauche  de  la  pou 
situee  ii  droite  ;  le  contraire  a  lieu  pou 
comme  on  le  reconnait  facilement,  cel 
au  cbangement  de  signe  qu'eprouve 


t  barres  obliques  gui  ont  pour  effet 

charge  uniformement  repartie,  on  a  i 
a  quelques-uns  des  sommels,  on  traitf 
iie.  La  courbe  represenlative  des  mome 
elle  superieure  travaille  toujours  a  la 
1 ;  le  point  oii  la  valeur  de  reffort  trai 
en  quelpoint  se  produil  le  renversem 
mais,  ce  qu'il  importe  de  remarquer, 
ids  meme  unique  fait  travaiUer  toutes 
ic  les  disposilifs  BoUmann  el  Pinlc. 
rren  peuvenl,  comme  nous  ravons  ■ 
le  diverses  manieres ;  on  a  fait  par  ex 
jles  rectangles  elablis  de  Tune  des  mar 
ne  elude  comparative  de  ces  divers  di; 


"X 


tJ L_1::T 


!  a  triangles  isocHea  (fig.  258)  qui,  dar 
ent  repartie,  est  la  plus  avantageuse  ; 


-  Pontres  &  trelllls  mnltiple 


Lcomposees  d'une  semelle  superieure  ' 
i  par  de  nombreuses  barres  oblique: 
iclinees  sur  la  verticale  et  formant,  ei 
ilus  ou  moins  serrees.  Les  assemblai 
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parties  les  unes  avec  les  autres  sont  eflfectues  au  moyen  de  rivets  et 
constituent  un  toutrigide  difficilement  assimilable  a  un  systeme  articule, 
mais  que,  faute  de  mieux,  on  a  Thabitude  de  calculer  de  la  facon  sui- 
yante  (*).  On  admet,  a  cet  eflfet,  que,  si  on  coupe  la  poutre  par  un  plan 
vertical  quelconque  wn,  les  barresrenconlreesonttoutes  memetension 
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Fig.260 

les  unes  etant  tirees  et  les  autres  comprimees ;  les  choses  se  passent 
•dans  ce  cas-la  comme  si  Ton  decomposait  chacune  des  tiges  obliques 
du  systeme  Warren  en  plusieurs  autres  paralleles,  sans  que  cette  ope- 
ration  change  le  mode  de  reparlition  des  forces ;  les  deux  semelles  se 
calculeront  donc  par  les  memes  formules  que  tout  a  Theure,  celle  du 
haut  etant  comprimee  et  celle  du  bas  etendue.  Quant  aux  treillis,  si  on 
appelle  K  le  nombre  total  de  barres  rencontrees  par  le  plan  tnn  et  Z  la 
tension  de  chacune  d'elles,  on  a 

K .  Z .  coa  a  =  Q 


■■'a! 


-'  K 


Q  etant  reflfort  tranchant  qui  s*exerce  sur  la  section  transversale  mn* 
On  en  deduit 

_      Q 


z  = 


K.  COS  a 


II  se  prescntera,  comme  precedemment,  la  meme  inversion  du  mode  de 
Iravail  des  barres  au  point  ou  TeflTort  tranchant  s^annule. 
Comparaison  (Tune  poutre  a  treillis  multiple  avec  une  poutre  A  dme 

(1)  CetU)  maniire  de  faire  est  juslifite  par  ce  fait  que  les  poutres  k  treillis  ainsi  ealcal^  non 
seulement  rteistent  bien,  mais  pr6sentent  plut6t  un  excte  de  soUdit^. 


/ 


!.  —  Au  premier  abord  on  esl  tente  de  croire  qu'une  poutre  a  Ireil- 
L  plus  legere  que  si  elle  avait  une  ame  pleine  ;  en  realile  c'est  Vin- 
qui  a  lieu  comme  nous  allons  le  montrer.  Appelons  en  effet  Q  la 
n  normale  de  Tune  des  barres  du  treillis,  R  la  charge  par  milli- 
•  carre  consideree  comme  admissible,  on  a 

a.  R  =  Z 

tus  considerons  maintenant  une  tranche  longitudinale  dl  de  la 
e,  elle  inlercepte  s 
ume  des  K  tiges  esl 

T  =  K.-^.Q 


le  cas  le  plus  favorable  pour  ia  legerele  a  =  45°,  ce  qui  donne 

3sons  mainlenant  que  le  Ireillis  soitremplace  par  une  paroi  pleine, 
en  adoptant  la  m^me  charge  R  par  millimetre  carre  et  en  appelant 
section  transversale  de  cette  &me 

Q-.R^Q 
pour  le  volume  V  correspondant  a  la  longueur  dl 


,  m^me  dans  le  cas  le  plus  favorable,  le  treiUis  p6se  deux  fois  plus 
le  Sme  pleine  (').  Pratiquemenl  cela  n'est  vrai  que  si  l'epaisseur  a 
(lle  on  se  Irouve  conduil  pour  celte  demiere  n'esl  pas  Irop  faible 
etre  admissible  a  cause  des  chocs  accidentels,  de  la  rouille,  etc, 

.M  puntw  k  i'. 


Dans  les  ouvrages  d'art,  a  moins  que  la  legerete  ne  soit  iine  < 
qui  doraine  imperieuseraent  toutes  les  autres,  on  n'einptoie 
parois  pleines  a  cause  de  leup  aspect  peu  satisfaisanl  et  de 
qu'eUes  donnent  au  vent. 

Les  treiUis  dontnous  venons  de  parlersont  le  plus  souvent  c< 
par  des  barres  plates  rivees  les  unes  avec  les  autres  a  leui 
d'intersection ;  on  doit  veiller  avec  le  plus  grand  soin  a  ce  < 
attactie  avec  les  iongerons  des  deus  seraelles  presente  toute  li 
necessaire  (§  51)  et  on  leur  adjoinl  en  outre,  aussi  bien  qu'avec  1 
pleines,  des  montants  verticaux  qui  operent  une  excellente  lii 
deux  semelles  et  s'opposenl  au  (lambement.  D'autres  fois,  le 
obliques  sont  fonnees  par  des  cornieres,  des  fers  a  T  ou  d'autr( 
profilees  dont  la  rigiditc  rend  inutiles  les  montants  ci-dessus 
alors  supprimes. 

Poutres  droites  de  divers  syst^mes.  —  Outre  les  dispositifs 
robjet  de  ce  paragraphe  et  des  precedents,  il  en  existe  beauco 
tres  presentant  dns  lignes  surabondantes  ennombre  plus  ou  m 
siderable.  Comme  nous  l'avons  dit  a  bien  des  reprises,  leurs 
pieces  ne  peuvent  plus  se  calculer  d'une  maniere  simple;  ni 
bornerons,  a  leur  sujet,  a  renvoyer  aux  ouvrages  speciaux  relal 


§  177.  —  Renseigneinents  divers  relatlfs  anx  tyj: 
de  pontres  droites,  qoi  viennent  d*6tre  ddc 

Le  Tolume  de  matiere  necessaire  pour  resister  a  une  charge 

ne  diminue  pas  indefiniment  a  mesure  que  la  hauteur  de  la  pot: 

mente ;  cela  tient  a  ce  que  le  volume  des  barres  obliques  formai 

s'accroit  avec  cette  hauteur.  En  pratique,  quand  le  nombre  de 

visions  de  1a  poutre  est  un  peu  considerable,  il  y  a  avantage  a 

11  11 

rnie  hauleur  variant  du  g  au  j»  et,  en  general,  du  rx  au  t»  de  li 

La  hauteur  ne  doit  pas  depasser  une  fois  et  demie  environ  la 
sans  quoi  la  stabilite  de  la  poutre  sur  ses  points  d'appui  ne  si 
suMsamment  assuree,  a  moins  qu'on  ne  fasse  usage  de  moyens  s 

Dans  les  poutres  de  dispositifs  analogues  a  ceux  des  paragra^ 
174  et  175,  il  y  a  interet  a  multiplier  les  subdivisions  jusqu'a  ce 
moments  flechissanls  qui  se  produisent  sur  chacune  d'elles  puis: 
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ges,  mais  il  convient  de  ne  pasallerau-dela  souspeine  d'augmenter 

lemenl  le  poids  de  la  construction. 

s  divers  systemes  articules  que  nous  avons  esamines,  le  plus  avan- 

IX  au  point  de  vue  de  la  legereLe,  des  qu'on  depasae  deux  dlvisions, 

i  poutre  Warren  et,  parmi  les  divers  dispositifs  de  cette  derniere, 

celui  des  triangles  isoceles  qu'il  convient  d'adopter  au  moins  pour 

:harge  roulante  ou  uniformement  repartie. 

3  supports  de  meme  tiauteur  que  les  portees  des  poutres  donuent 

jneral  la  solution  la  plus  economique ;  cette  regle  fixe  d'une  maniere 

isimative  le  nombre  des  supports  a  employer  pour  les  poutres  des 

i  melalliques. 

;is  la  cbarge  d'epreuve,  les  poutres  droites  metalliques,  telles  qu'on 

>nstruit  actuellement,  prennent  ordinairement  une  flecbe  maximum 


1 


1 


de  Touverture. 


;00  "  2000  " 

;onvient  enfln  de  mentionner,  en  terminanl,  que,  dans  toul  ce  qui 
!de,  nous  avons  suppose  que  les  reactions  des  points  d'appui  res- 
constamment  a  tres  peu  pres  verticales  et  que,  par  consequent, 
[ispositions  speciales  doivent  etre  prises.afin  de  permettre  la  varia- 
ie  longueur  qu'eprouvent  fopcement  les  grandes  poutres  metal- 
3  en  raison  des  changements  de  temperature. 


-  Poutres  de  hanteur  variable. 


fail  assez  souvent  usage  de  poutres  ayant  une  bauteur  variable, 
osees  d'elements  semblables  a  ceux  des  poutres  de  bauteur  constante 


Fig.sai 


lous  venons  d'eludier.  Elles  comprennenl  deux  semelles  dont  l'une 
>insest  courbe  etquisont  reunies  parunsyslemedebarresformant 
s  et  plus  ou  moins  ingenieusement  dispos^es.  Si,  comme  cela  se 
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presente  dans  la  pratique,  les  semelles  sont  subdivisees  en  un  nombre 
de  parties  assez  grand  pour  que  Tensemble  de  la  construction  puisse 
etre  traite  comme  un  systeme  articule,  on  calculera  les  dimenslons  des 
diverses  parties  de  la  meme  fa^on  que  pour  une  poutre  de  hauteur  inva- 
riable;  en  principe  il  convient  d'ailleurs,  commeprecedemment,  d'eviter 
Temploi  de  lignes  surabondantes.  S'il  s*agit  par  exemple  d'un  dispositif 
analoguea  celui  de  la  figure  261,  on  pourra  couper  lapoutrepar  diverses 
lignes  telles  que  uvj  uV  et  on  calculera  ainsi  sans  difficulte  les  efforts 
interieurs  cberches. 

L'un  des  systemes  de  poutres  courbes  le  plus  employe  est  celui  qui 
est  designe  sous  le  nom  de  bowstring ;  il  est  caracterise  par  la  presence 
d*une  semelle  courbe  qui  resiste  a  la  compression  et  d'une  semelle  droite 


Fig.  262 

faisant  Teffet  de  tirant  comme  on  le  voit  dans  la  figure  262.  II  doit  etre 
toujours  bien  entendu  que  les  choses  sont  supposees  disposees  de  telle 
facon  que  les  reactions  des  appuis  soient  verticales. 


S 179.  —  Fermes. 


Une  ferme  se  compose  d'un  ensemble  de  pieces  en  bois  ou  en  metal 
formant  Tossature  d'une  toiture ;  elle  est  essentiellement  constituee  par 
deux  arbaletriers  reunis  entre  eux  a  leur  partie  superieure  et  reposant 
a  leur  autre  extremile  sur  les  deux  murs  ou  sur  les  colonnes  de  Tedifice 
a  couvrir.  Un  ou  plusieurs  tirants  aboutissant  a  la  partie  inferieure  des 
arbaletriers  sont  destines  a  contrebalancer  la  poussee  horizontale  pro- 
duite  par  ces  demiers,  de  telle  sorte  que  les  murs  aient  simplement  a 
resister  a  des  efforts  verticaux  (c'est  la  une  condition  indispensable  a 
remplir,  sans  quoi  ceux-ci  seraient  renverses). 

Lesfermes  sont  disposees  par  plans  paralleles;  des  pannes  horizon- 
tales,  perpendiculaires  aux  arbaletriers  reposent  sur  ces  demiers  et 
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recoivent  elles-memes  des  chevrons  paraUelea  a  ceux-ci.  Deux  pieces 
liorizonlales,  le  faitage  el  la  sabli^re,  aupporlent  rexlremite  des  chevrona, 
enfin  c'esl  sur  ces  dernieres  pieces  qu'on  applique  des  latles  legeres  sur 
laaquelles  sont  fixees  les  tuiles,  les  ardoises  ou  les  autres  materiaux  for- 
mant  la  couverture. 

Ferme  simple  sans  contreflche.  —  Ezaminons  d'abord  le  cas  d'une 
ferme  simple  non  munie  d'une  contrefiche;  AC  et  BC  sont  les  arbale- 
triers;  AD  et  BD,  les  lirants,  enfin  CD  forme  ce  qu'on  appelle  le  poin- 
fon.  Le  poids  de  la  toiture  etant  suppose  uniformement  reparti  le  long 
des  arbaletriers  a  raison  de  p  kilogrammes  par  miUimelre  courant,  les 


Fig.  263 

deux  appuis  exercent  cliacun  une  reactionj].  L;  d'autre  part  on  peut 
admeltre  que  les  assemblages  des  diverses  pieces  entre  eUes  ne  sont 
susceptiblea  de  donner  Ueu  a  aucun  moment  et  par  suite  on  peut,  prati- 
quement,  considerer  ceUes-ci  comme  articulees.  Ceci  pose,  considerons 
Tun  des  arbaletriers  a  part,  AC  par  exemple;  celui  de  droite  eserce  sur 
lui  une  aclion  F  qui,  a  cause  de  la  synietrie,  eat  forcement  horizontale. 
Si  on  neglige  le  poids  des  tirants,  ceux-ci  ne  donnent  Ueu,  ainai  que  le 
poin^on,  qu'a  deaforces  X  et  Y  dirigees  suivant  leur  longueur  et  on  a 
pour  I'equilibre  de  la  piece  AC  les  trois  equations  suivantes  (deux  de 
projeetion  et  une  de  momenls  prise  par  rapport  au  point  A) 

p.  L  +  X.  Bin  p  =p.  L  -I-  Y 
X.  cos  P  =  F 

F.a=jj.L.|-t- Y.fi 


Ces  relationa  determinent  X,  Y  et  F.  Elles  s'appliquent  d'ailleurs  a 
l'arbalBtrier  de  droite,  de  sorte  qu'en  reunissant  les  deux  parUes  de  la 
toiture  nous  aurons  la  ferme  entiere  avec  les  forces  qui  la  soUicitent.  On 
voit  ainsi  que  le  poincon  CD  eat  aoumis  a  une  traction  !SY,  tandis  que 
les  tirants  AD  et  DB  onl  a  resister  a  un  effort  d'extension  X.  Quant  a 
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chaque  arbaletrier,  nous  connaissons  les  forces  qui  le  sollicitent  et  nous 
savons  calculer  ses  dimensions  (§  118).  Comme  verification  on  doit 
trouver  qu'il  y  a  equilibre  autour  du  point  D. 

Quelquefois  les  deux  tirants  AD,  BD  sont  reunis  en  un  seul  qui  est 
alors  horizontal;  le  poin^on  ne  supporte  plus  alors  aucune  traction.  On 
le  conserve  neanmoins  pour  diminuer  la  fleche  du  tirant,  mais  ses  dimen- 
sions  sont  alors  tres  reduites. 

Ferme  avec  arhaUtriers  munis  (Tune  contreflche.  —  Quand  les  arba- 
letriers  ont  une  longueur  un  peu 
grande,  on  les  soutient  en  general 
dansleur  milieu  par  une  contrefiche 
perpendiculaire  a  leur  direction, 
de  sorte  que  la  ferme  prend  alors 
Taspect  indique  par  la  figure  264. 

Imaginons  d*abord  que  la  ferme 
ne   soit    pas    munie    de    contre-  az^"       •-      ^--^  \r  ".v.i^. 

fiches  (fig.  S6o) ;  nous  retombons 
sur  le  cas  etudie  tout  a  Theure  et 
nous  pouvons  par  suite  facilement 

calculer  les  forces  X,  Y  et  F  dont  il  a  ete  question  il  y  a  un  instant. 
Cette  premiere  operation  etant  effectuee,  ajoutons  les  deux  contrefiches 
DE,  DK  et,  comme  dans  la  premiere  elude  relative  aux  poutres 
armees  (^  169),  admettons  que  ces  pieces  supplementaires  fassent 
reflfet  de  points  d'appui  fixes;  )a  reaction  normale  EII  exercee  parle 


Fig.  m 


point  E  doit  etre  egale  a  ^p.  L.  sin  a,  ce  qui  donne  de  suite,  en  menant 

HF  parallele  a  AC,  la  valeur  ^  =  EF  de  la  compression  a  laquelle  est 
soumise  la  contrefiche;  il  nereste  plus  alors  qu'a  decomposer  <p  endeux 
composantes  <p^  et  <p,  dirigees  suivant  DA  et  DC,  et  Ton  voit  alors  que  la 
presence  des  contrefiches  DE,  DK  donne  lieu  aux  nouvelles  forces  inte- 
rieures  suivantes  qui  se  font  equilibre  aulour  du  point  D  (fig.  264) : 
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t  compresaion  «p  suivant  ED, 

coinpression  «p  suivant  KD, 

tracljon  ^,  suivant  DA, 

traction  f,  suivant  DB, 

Iraction  2  ip,  suivant  DC. 

En  ajoutanl  ces  nouveaus  efforts  a  ceux,  tant  interieurs  qu'exlerieurs 
du  cas  precedent,  nous  avons  evidemnient  rensemble  de  toules  les 
forces  auxquelles  les  diverses  pieces  du  systeme  sont  soumises  et 
nous  pouvons  calculerles  dimensions  qu'il  convientde  donnera  cliacune 
d'eUes. 


%  180.  —  Fermes  conslddr^es  comme  dtant  des  syst6mes 
artioul^s. 

En  parlant  des  poutres  armees  nous  avons  dit  que,  dans  la  pratique, 
on  peut  presq;ue  toujours  les  traiter  comme  etant  des  systemes  articules 
{$  170);  les  fermes  avec  arbaletriers  n'etant,  en  definilive,  aulre  chose 
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que  des  poutres  armees,  la  menie  simplificalion  est  uvidemmenl  permise; 
aussi  au  mode  de  calcul  indique  dans  le  paragraphe  precedenl  convieut- 
il  de  substituer  celui  qui  conceme  les  systemes  articules  et  auquel  nous 
allons  maintenant  avoir  recours;  il  simplifie  notablemenl  les  calculs, 
surtout  pour  les  fermes  de  fonnes  un  peu  compliquees  dont  nous  allons 
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donner  quelques  exemples.  Nous  ferons  remarquer  d'ailleurs  que  nous 

supposons  toujours  que  les  reactions  exercees  par  les  deux  appuis  sont 

verticales  et  par  suite  que  la  Statique  donne  immediatement  leurs  valeurs. 

Dans  le  dispositif  represente  par  la  figure  266,  supposons  la  charge 

uniformement  repartie  a  raison  de  p  kilogrammes  par  millimetre  courant 

des  arbaletriers  et,  comme  d'habitude,  concentrons-la  aux  articulations, 

1  3 

ce  qui  nous  donne -^p.  L  et 7  p.  L  pour  les  forces  respectivement  appli- 

quees  aux  points  G,  H,  C,  A  et  B  (y  compris  les  reactions  des  pojnts 
d'appui),  comme  Tindique  la  figure.  Ceci  fait,  rien  n'est  plus  simple  que 

de  calculer  toutes  les  forces  interieures  :  1  et  2  s'obtiennent  en  decom- 

3 
posant  7  p.  L  suivant  la  regle  du  parallelogramme  des  forces.  En  coupant 

ensuite  la  figure  par  la  ligne  wv,  on  determine  les  efforts  3,  4,  6 ;  enfin 
une  section  operee  suivant  qr  donne,  en  prenant  les  moments  par  rap- 
port  a  C,  la  compression  6  de  la  contrefiche  GD  puisque  les  directions 
de  toutes  les  autres  forces  interieures  concourent  en  ce  point.  Comme 
verification  on  doit  trouver  qu'il  y  a  equilibre  autour  de  D. 

Pour  les  arbaletriers  de  grande  portee,  on  fait  souvent  usage  de 
contrefiches  plus  nombreuses,  comme  Tindique  la  figure  267.  On  peut 
traiter  ce  systeme  par  la  meme  methode  que  la  poutre  Fink  (§  174); 
mais,  plusieurs  des  armatures  ayant  des  c6tes  communs,  il  est  plus 
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simple  d'opererpar  Idi  m^thode  des  sections;  ces  dernieres  pourront  d*ail- 
leurs  etre  choisies  de  plusieurs  facons,  par  exemple  decelle  qui  est  indi- 
quee  sur  la  figure  267.  On  remarquera  que  plusieurs  d*enlre  elles  ren- 
contrent  les  memes  lignes,  aussi  aura-t-on  soin  de  se  borner  a  calculer 
ime  fois  seulement  chacime  d'elles,  ce  qui  est  facile  puisqu*au  moyen 
d'un  choix  convenablo  du  centre  des  momenls  chaque  equation  ne  con- 
tient  qu'une  inconnue.  La  section  nn*  coupe  quatre  barres,  mais  la  teu: 
sion  de  Tune  d*elles  au  moins  etant  deja  connue,  le  calcul  s'effectuera 


§180 
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sans  difficulte ;  il  en  est  de  meme  pour  la  section  qq"  parce  que  toutes 
les  tiges,  sauf  une,  concourent  au  point  C. 

La  disposition  des  fermes  peut  varier  d'une  infinite  de  manieres ;  le 
nombre  des  contrefiches,  en  particulier,  peut  etre  plus  considerable, 
mais  le  mode  de  calcul  que  nous  venons  d'indiquer  sera  applicable  dans 


Fig.  268 


tous  les  cas  et  conduira  a  une  determination  rapide  des  forces  interieures- 
A  titre  d'exemple,  nous  mentionnerons  les  dispositifs  representes  par 
la  figure  268. 


GHAPITRE    XIII 


FLEXION  PLANE 
DES    PIECES    COURBES 


FLEXION   PLANE 
DES   PlfeCES   COURBES 


§  181 .  —  Ddflnition  des  pidoes  oourbes  dtudides. 


Nous  allons  maintenant  nous  occuper  de  la  flexion  des  solides  rem- 
plissant  les  condilions  suivantes:  HKetant  une  courbe  plane,  toutes  les 
sections  faites  dans  la  piece  par  des  plans  mn  normaux  a  HK  ont  leur 
centre  de  gravitesitue  surHK  etTintersectionduplansecanlavec  le  plan 
de  la  courbe  est  un  axe  de  symetrie  de  la  section  ou  un  axe  principal 
dMnertie;  les  hauteurs  desdiverses  seclions  transversales  du  solide  sont 
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d^ailleurs  supposees  faibles  relativement  aux  rayons  de  courbure  de  la 
flbre  moyenne  HK  en  ses  divers  points  (*);  enfin  nous  admettons  que 
toutes  les  forces  exterieures  appliquees  au  corps  sont  contenues  dans 
le  plan  de  symetrie  etque  leurs  valeurs  ne  sont  pas  assez  fortes  pour 
alterer  Telasticite  en  aucun  point  ("). 

Les  pieces  employees  dans  les  constructions  satisfont  presque  tou- 
jours  a  ces  conditions ;  ce  sont  les  seules  dont  nous  nous  occuperons. 


(1;  Le  cas  ot  catte  eondition  n'ttt  pas  remplie  sera  examin^  plos  ttrd  (§  190). 

(2)  Comme  on  le  Toit,  ces  conditions  sont  (sauf  la  courbure  de  HK)  les  mdmes  qne  oelles  qni 
ont  6U  admises  ponr  les  pi^ces  droites  (§  42).  U  est  bien  clair  qoe,  lorsqn^elles  sont  remplies,  la 
eonrlM  HK  reste  plane  aprte  la  d^formation. 

26 


'•«'*'r,;«5. 


^^-s\    ^.-- 


:*•-_ 


.V 
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Premiire  Partie.  —  On  suppose  connues  les  forces  eiterieures  appliquies 
au  solide,  y  compris  les  rSactions  des  points  d^appui. 


$  182.  —  tiquations  d'6qullibre  d'ane  pi6ce  courbe. 


"V 


Soit  ABCD  une  piece  courbe  definie  comme  nous  venons  de  Tindiquer. 
L*experience  prouve  que,  dans  ces  conditions,  une  section  primitivement 
plane  et  normale  peut,  comme  dans  le  cas  des  solides  droits,  etre  con- 
sideree  comme  restant  sensiblement  plane  et  normale  apres  la  deforma- 
tion;  c*estla  Thypothese  qui  va  servir  de  basea  nos  calculs. 


fV.-- 


Fig.  270 

Soit  H*K*  la  nouvelle  forme  qu*affecte  la  fibre  moyenne  HK,  U'V'  la 
position  que  vient  occuper  la  section  normale  UV,  <p  et  <p'  les  angles  faits 
par  ces  dernieres  avec  une  direction  fixe  (la  verlicale  par  exemple),  p  et  p' 
les  rayons  de  courbure  de  HK  et  H*K*  aux  points  D  et  D*,  ds*  la  nouvelle 
longueur  d*un  arc  infiniment  petit  rfs  pris  sur  la  fibre  moyenne  en  D. 
Ona 

ds  =  p.  cf  9 
d%'  =  p'.  rf(p' 


ik.. 
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Si  donc  /  est  rallongement  (positif  ou  negatif)  par  miilimetre  courant 
de  Tarc  ds,  on  a 

ds  ds 

Considerons  maintenant  la  fibre  JL  parallele  a  HK  et  distante  de  cette 
demiere  d'une  quantite  Da  — ■  c;  apres  la  defonnation  elle  vient  en  JX' 
et,  comme  les  deformations  trans versales  du  solide  sont  supposees  negli- 


Fig.  471 

geables  vis  a  vis  des  autres,  on  peut  admettre  que  D  a'  ==  Da  =  e.  Si 
donc  d8\  est  la  longueur,  apres  deformation^  d'un  arc  cb,  pris  sur  la  fibre 
JL  au  point  a,  on  a 

ds\^(p'+e)df'=^\l  +   ^)(/«'^(l  +  1|(1  +  /)J^ 

Si  X  est  Tallongement  (positif  ou  negatif)  par  miUimetre  courant  de  la 
fibre  en  question  JL  au  point  a,  il  s'ensuit  que 


ou  bien 


X  =: 


.    __d8\  —  </^, 
~      ds^ 

,        e       ,       e.  l      «       e   ,    e.  l      e.  l 

1+  7+'+  "^■"^~;  ^  "s r 

p p p       p p_ 


^^eji^niyj) 


'-J 
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Or  nous  avons  admis,  comme  etant  suffisamment  conforme  ala  realite, 
que  les  dimensions  transversales  de  la  piece  sontfaibles  relativement  a 

son  rayon  de  courbure ;  on  peut  negliger  -  en  presence  de  Tunite  et 


ecrire 


X=l  +  e(l  +  l){l-^) 


Si  donc,  comme  nous  Tavons  suppose  pour  les  pieces  droites  (§  43), 
Teffort  de  tension  ou  de  compression  t  qui  correspond  a  Tallongement  ou 
au  raccourcissement  de  la  fibre  de  section  do)  est  le  mfeme  que  si  cetle 
derniere  etait  isolee  des  autres,  on  a 


t=  E.  X.  doi  =  E.  L  doi  + 


E(l+o(p-J)«.  rfc- 


Ceci  pose,  considerons  le  solide  comme  separe  en  deux  parties  par  le 
plan  U'V'  ei  ecrivons  qu'il  y  a  equilibre  entre  les  forces  interieures 
developpees  par  le  troncon  degauche  et  les  forces  exterieures  appliquecs 
au  troncon  dedroite.  Projetons  d'abord  toutes  les  forces  sur  la  tangente  a 
la  fibre  moyenne  D*p  et  appelons  T  lasomme  des  projections  sur  D*pdes 
forces  exterieures  agissant  sur  le  troncon  de  droite,  ou,  comme  on  le 
dit  souvent,  Veffort  tangentiel  applique  a-la  seclion  consideree ;  nous 
avons 

T  =  E.  /.  Q  +  E  (1  4-  0  (-^  —  -)y«.  dio 

O  etant  la  surface  de  la  section  normale  UV.  Or  on  a /e.  dc»  =  o  puisque, 
par  hypothese,  le  point  D  est  le  centre  de  la  section ;  donc,  en  definitive, 

(1)  T  =  E.  Z.  Q 

equation  qui  donne  la  valeur  de  Z,  c'est-a-dire  Tallongement  par  miJli- 
metre  courant  de  la  fibre  moyenne  au  point  considere,  puisque  toutes 
les  forces  exterieures  appliquees  au  solide  deforme  (y  compris  les  reac- 
tions  des  points  d*appui)  sont  supposees  connues. 

Passons  maintenant  a  Tequation  des  moments.  En  appelant  M  le  mo- 
ment  des  forces  exterieures  du  tronQon  de  droite  par  ranport  au  point  D' 
de  la  fibre  moyenne,  on  a 

c'est-a-dire 

M  =  E.  /•    fe.  t/co  +  E  (1  +  /)  (i  —  Ij.   r^Vrfco 


n 
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OrTc.  dw=  o;  d'autre  pdLTi  j  e*.  cUi  est  le  moment  d*inertie  I  de  la 
section  normale  UV  par  rapport  a  la  perpendiculaire  au  plan  de  syme- 
trie  menee  par  le  centre  de  gravite  D  de  celte  section;  on  a  donc 

(2)  M  =  E.  I.  (l  +  Z)(i-l) 

relation  qui  permet  de  calculer  p'  (la  forme  et  les  dimensions  de  la  piece 
etant  connues  ainsi  que  M),  et  par  suite  de  determiner  le  nouveau  con- 
tour  H'K'  de  la  fibre  moyenne  puisque  d'autre  part  Tequation  (1)  donne 
Tallongement  par  millimetre  courant  de  celle-ci  (*). 


§  183.  —  Effort  tranchant. 

Comme  dans  le  cas  des  pieces  droites  (§  48),  il  nous  reste  encore  une 
equation  d'equilibre  a  ecrire,  celle  qui  est  relative  a  la  projection  des 
forces  exterieures  sur  la  section  normale  UV;  cette  projection  donne  la 
valeur  de  reffort  tranchant  Q  applique  a  la  section  en  question. 


H 


Par  un  raisonnement  absolumenl  idenlique  a  celui  du  paragraphe  45, 
on  demontrerait  que,  si  Ton  appelle  ds  la  longueur  d'un  arc  infiniment 
petil  pres  la  ligne  des  fibres  moyennes  HK,  on  a,  dans  les  memes  con- 
ditions  (§  46)  (*) 

ds 

(1)  Gomme  on  le  Toit  d'aprte  l'6qoatioa  (2),  rexistence  du  moment  fldehiisant  est  intimement 

lite  tTec  eelle  da  terme  -; oa  en  d'autres  termes  aToe  la  variatUm  de  la  eoarbare.   On 

P        P 
remarquera  en  outre  qoe  M  est  positif  ou  n^tif  suiTant  que  ce  moment  tend   k  augmenter 

ou  k  diminner  la  eoarbore  de  la  pitee  su  point  consid^r^;  e^est  la  niAme  ehose  qne  ponr  les  pitees 

droites  (§  46).  Qoant  k  T,  une  Tsleur  positiTO  correspond  k  nn  allongement,  nne  Taleur  n^tiTO  k 

on  raceoarcisaement. 

(2)  En  particttlier  on  ne  doit  pas  perdre  de  Toe  qae  les  forees,  qui  sont  obliques  k  la  direction 
da  la  Abre  moyenne,  deiTent  iToir  leor  point  d'ipplieatioa  sitn^  snr  eetle  ibn. 


if 


§  184 
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c'est-a-dire  que,  si  on  construit  une  courbe  ayant  pour  ordonnees  les 
moments  flechissants  et  pour  abscisses  les  longueurs  de  la  courbe  HK 
developpee,  la  tangente  donnera  la  valeur  de  Teffort  tranchant.  A.ux 
points  oii  Q  =  0,  M  est  maximum  ou  minimum. 

£n  ce  qui  concerne  la  repartition  de  ce  demier  dans  Tinterieur  de 
chaque  section  transversale  consideree,  des  considerations  semblables 
acelles  qui  ont  ete  developpees  pour  les  pieces  droites  sont  encore 
applicables  et  il  nous  paralt  inutile  d*insister  davantage  sur  ce  sujet* 


§  184.  —  Gondition  de  plus  grande  cliarge. 


L'effort  que  supporte  une  fibre  quelconque  de  section  chi  est  (§  182) 


=  E.  /.  rf«  +  E  (1  +  0  (4  —  -)  «.  rf« 


ce  qui  peut  s'ecrire 


f  =  E.  /.  rfo»  -f  ^.  dta 


Si  donc  R  est  la  charge  par  millimetre"  carre  de  celte  fibre, 


u 1?    f  .  M.  e  ^  T      M.  € 


Comme  dans  le  cas  des  pieces  droites  (§  43),  le  maximum  de  R,  pour 
une  section  transversale  donnee,  a  lieu  en  meme  temps  que  celui  de  e, 
c'est-a-dire  pour  le  point  le  plus  eloigne  de  la  fibre  moyenne  (au-dessus 
ou  au-dessous  suivant  qu'on  considere  les  fibres  allongees  ou  compri- 
mees).  En  appelant  v  la  distance  maximum  en  question  comptee  d'un 
bord  ou  de  Tautre  suivant  le  cas,  on  a  donc 

R-^T^M.t. 


relation  qui  donne  la  tension  ou  la  compression  de  la  fibre  la  plus  char- 
gee ;  c'est  la  meme  que  pour  les  poutres  droites  soumises  a  des  forces 
obUques  (§  120). 

Comme  pour  les  pieces   droites,  la  formule  ci-dessus  ne  tient  pas 
compte  de  Teffort  tranchant  qui,  dans  certains  cas,  ne  saurait  sans 
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§  186 


inconvenient  etre  laisse  de  c6te.  Les  considerations  dans  lesquelles  il 
convient  d'entrer  a  cet  egard  sont  identiques  a  celles  qui  ont  ete  lon- 
guement  developpees  pour  les  solides  droits  et  elles  conduisent  aux 
memes  regles  praliques  que  celles  qui  ont  ete  formulees  au  paragraphe  50; 
il  nous  parait  inutile  de  les  reproduire. 


§  185.  —  Remarque  relatlve  auz  forces  extdrieures 
agissant  sur  les  soiides  courbes  et  &  leurs  bras 

de  levier. 

Dans  Fetude  qui  nous  occupe  il  doit  etre  convenu,  comme  toujours  {§  2), 
que  les  valeurs  des  forces  exterieures  et  de  leurs  bras  de  levier  sont 
ceDes  qui  correspondent  a  la  piece  deformee.  Pour  les  solides  courbes 
cette  remarque  a  une  importance  capitale;  car,  dans  la  plupart  des  cas, 
les  reactions  des  points  d'appui  dependent  essentiellement  des  defor- 
mations  en  question  (§  191).  Quant  aux  bras  de  levier  des  forces,  il  se 
trouve  que,  dans  la  generalite  des  pieces  employees  dans  les  construc- 
tions,  ils  n'eprouvent  que  des  varialions  relatives  insignifiantes ;  dans 
ce  cas,  mais  dans  ce  cas  seulement,  il  est  legitime  de  les  relever  sur  le 
solide  pris  dans  son  etat  naturel. 


§  186.  —  Position  de  la  flbre  neutre  ou  invariable. 

Considerons  une  section  normale  quelconque  UV  et  cherchons  sur 
cette  derniere  le  point  Squi  ne  subitni  allongement  ni  raccourcissement 


Fig.  9?3 


ou,  en  d*autres  termes,  celuipar  lequel  passe  la  ligne  de$  flbres  neuiresi 


'*■.' 
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Pour  calculer  la  posilion  de  S,  il  suffit  evidemment  de  faire  X  =  o  dans 
requation  (§  182) 


ce  qui  donne,  en  posant  aS  =  d 


Or 


Donc 


<+ia  +  o(^-i)=. 


^       M.  d  _ 
E.  Q"*"  ETI  ^^ 


d  =  — 


T.  I 
M.Q 


relation  qui  donne  la  valeurde  det  permetpar  consequent  de  tracerpar 
points  la  fibre  neutre.  Cest  la  m6me  formuleque  pour  les  pieces  droites 
flechies  et  tirees  (§  120).  Comme  on  le  remarquera,  le  point  S  peut  evi- 
demment  se  trouver  situe  endehors  de  la  sectionUV,  au-deladupointV. 


§187.  —  Trao6  de  la  flbre  moyenne  d^form^e. 


Soit  ABCD  la  piece  courbe  consideree  et  HK  sa  fibre  moyenne  avant 
deformation ;  partageons  HK  en  un  certain  nombre  de  parties,  egales 


Fig.  27i 


par  exemple,  ce  qui  nous  donne  les  poinls  de division  tn,  n,  p,  g,....  et, 
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determinons  quelle  est,  pour  chacun  d'eux,  la  valeur  du  rayon  de  cour- 
bure  p.  Les  deux  equations 

(1)  T  =  E.  Z.  Q 

(2)  E.I(l  +  /)(i~i)=M 

peraiettent  de  calculer  /  (et  par  suite  les  nouvelles  longueurs  des  divi- 
sions  mny  np,.,.,)  ainsi  que  ies  nouveaux  rayons  de  courbure  p';  on  a 
en  eflfet 

B.Q 
1      1_  M 

nous  pourrons  donc,  comme  pour  les  pieces  droites  (§  58),  tracer  par 
arcs  de  cercle  successifs  la  fibre  moyenne  avec  la  nouvelle  forme  qu'elle 
affecte  apres  deformation . 


•u* 


p.^^^O 


Fig.  275 


Si  les  rayons  de  courbure  p'sont  tropgrands  pourqu*on  puisse  operer 
de  cette  facon,  on  remarquera  que  Tangle  que  forment  entre  eux,  apres 
deformation,  deux  elements  consecutifs  de  la  flbre  moyenne  est  preci- 
sement  egal  a  Tangle  d<p'  de  la  figure  270.  Or  on  a 


df*  =  -r  =  — I  —  •  ^  = 

P  P 


=-a+o{^-l]ds-\-'-±J.ds 


9188 


(l) 


Cet  angle  peut  donc  se  calculer  facilement,  ce  qui  permet  de  traeer  a 

la  suite  les  uns  des  autree  les  differents  elements  de  la  fibre  moyenne 

deform6e  puisque  d'autre  part  leurs  longueurs  ds'  sont  connues ;  c'est 

le  mSme  procede  que  pour  les  piecesdroiles  [$  58).  Si  p  est  sufflsaminent 

T  M 

grand,  le  lerme  sr-5 —  pourra  d'ailleura  etre  neglige  en  presence  de  -g-i 

ce  qui  simplifiera  les  choses. 


§  188.  —  Varlation  des  ooordoim^esdesdiffdrents  polnts 
de  la  flbre  moyenne. 

llest  souvent  utile  d'avoir  Texpression  algebrique  des  deplacements 
eprouves  par  les  divers  points  de  la  fibre  moyenne  (') ;  c'est  de  cetle 
determination  dont  nous  allons  nous  occuper  maintenant. 

Soit  HK  la  fibre  moyenne  non  d^formee  dont  Tequation  est  donnee  en 
coordonnees  rectangulaires ;  proposons-nousde  calculer  la  variationque 
subit,  par  suite  de  la  deformation,  cliacune  des  coordonn^es  d'un  point 
quelconque  B  de  HK  (*). 

Prenons  sur  la  fibre  un  point  quelconque  A  comme  origine;  ce  sera 
par  exemple  un  point  d'appui,  un  point  d'encastrement,  ou  tout  autre 
ctioisi  comme  on  voudra.  Appelons  AXt,  AV,  les  changements  que  la 
deformation  fait  eprouver  a  ses  coordonnees,  et  a^  Tangle  dont  s'incline 
la  normale  AA'.  Les  coordonnees  du  point  B  varient  pour  deuxraisons  : 

1°  parce  que  le  point  A  pris  pour  origine  se  deplace  en  meme  temps 
que  la  normale  AA'  change  d'orientation ; 

(1)  Comme  011  le  remarquen  l'sagl8  da  dont  qd  iljmeiit  n'p'  i'iiieline  pu  rappart  k  sb  dirse- 
tion  phinitiTe  eat  igal  i  d</  —  df,  de  lorte  que 


d» 


„/    M      ,         T      \, 


(i)  Quaud  lei  rdaelloD)  des  poiala  d'appui  ne  peuTent  pu  le  d^teriniDer  par  la  Stttiqua  Mole, 
et  c^eit  Ib  ce  qui  arrlre  le  ploa  souvaat,  od  a  recoura  k  ceseipresiioni  pour  obleuir  des  AqottioDi 
lUMeptiblee  de  roumir  lea  Ttlaurs  dei  r^lioDs  en  quettloD  (g  1&1). 

(3)  Duielet  ronuDlesqni  Tont  auiTra,  T  et  H  doiTent  tln  cousid£rfe  comma  poaitib  quand  iii 
(ont  dirigis  l^un  dan*  le  *eu  dea  x  potitilk,  l'autra  dans  le  mos  da  le  Tolation  qui  fh  de  Oj; 
<rert  Oif ;  dani  le  cai  eontraira  ila  Mront  njgalib.  Ceet  un  point  qui  ne  doit  pu  tln  perdu  de  Tue 
«t  dont  on  tronTara  un  eiampie  au  paragrapha  19i  t  propos  de  la  d^rormilion  d'uD  annnsu 
elUptique. 
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2®  parce  que  Tarc  AB  se  defonne. 

Etudions  separement  chacun  de  ces  effets. 

Les  variations  ^x^  Ay,  se  font  sentir  telles  quelles  sur  le  point  H; 


'A- 


X 


'•    I 


ti  <■'">> 


(^t,^) 


Fig.  876 


occupons-nous  donc  de  reflfetproduit  par  la  rotation  «,  de  la  normale  AA*' 
En  vertu  de  cette  rotation,  Bdecrit  unarc  de  cercle  BC,  et  les  variations 
eprouv^es  de  ce  fait  par  Tabscisse  et  Tordonnee  de  ce  point  sont 

— B5  =  — BC  X  sin  ^  =—  AB  X  «o  X  sin  <p 

=  —  -^  X  «0  X  sin  ?  «  —  oo  (yi  —  yo) 

^O  =  BC  X  cofl  f  =  AB  X  «0  X  008  f 
BD 


COStp 


X  «0  X  C08  f  =  «0  («I  —  a^) 


La  variation  des  coordonnees  de  B  due  au  premier  effet  ci-dessus  est 
donc 

Aaro  —  «o(y.  — yo) 
A  yo  +  «0  («•  —  ^o) 

"Calculons  en  second  Iieu  les  changements  provenant  de  la  deformation 
de  Tarc  AB ;  S  etant  un  point  quelconque  de  ce  dernier,  a  partir  duquel 

T 
nous  portons  une  longueur  ds^  Tallongement  ^—x .  ds  de  cet  arc  a  pour 

projections 


B.Q 


'  dx 


E.Q 


dy 


s  la  normale  SS'  s'incline  d'un  angle  da.  par  rappopl  a  la  section 
e  infiniraenl  voisine,  ce  qui  (froduit  sur  les   coordonnees  du 


I  des  varialions  qui  sonl,  d'apres  ce  qu'on  vient  de  voirelen  rai- 
sigiie  de  dx,  egales  a 

-rf-(y,-y) 

da(x,  -x) 

:hangements  que  les  coordonnees  du  pointB  eprouvent  parsuite 
efomation  de  Tarc  AB  sont  donc 

f-B     ^  /-B 

A  A 

/   !rQ-*+/  <•.-«)■<'■ 

A  A 

jsume,  eu  ajoutant  les  defomalions  dues  a  ces  diverses  causes, 
lup  les  variations  iotales  eprouvees  par  les  coordonnees  x,  et  y, 
itB 

r"  T   d.    r" 

A  A 

/•B  /-B 

».'/,  =  ^'/« +  «»(», —«o)+  /       f7Q'''''+/       i',  —  ')dt 
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On  a  vu  d*autre  part  (§  187)  que 

de  sorte  que  en  definitive 

(1)  A«.  =  A<r,  -  «0  (i,.  ~  y^  +j      ^.dx  -j       (y  _y)(^+-I_J  ds 

A  A 


Les  equations  (1)  et  (2)  resolvent  ie  probleme  qui  nous  occupe;  il  y  a 
lieu  seulement  de  calculer  les  diverses  integrales  qu*elles  renferment, 
ce  quiest  possible  (analytiquement  ou  graphiquement)  puisqu'elles  ne 
renferment  que  des  quantites  connues,  les  dimensions  et  la  forme  de  la 
piece  etant  donnees  ainsi  que  les  forces  exterieures  appliquees  au 
solide,  y  compris  les  reactions  des  points  d'appui.  Quant  aux  quantites 
Aa?,,  Ay,  et  a^  elles  resultent,  elles  aussi,  des  donnees  memes  du  pro- 
bleme  qu'on  se  propose  de  resoudre;  si  par  exemple  Tappui  A  consti- 
tue  un  encastrement,  on  a  evidemment  ^x^—Oy  ^^^=0  et  0^=0. 

Remarquons  en  terminant  que  le  changeraent  total  d'inclinaison  a, 
eprouve  par  la  fibre  moyenne  a  son  extremite  B  est  donne  par  la  rela- 
tion 

ds 


''^'0  + J    (jo+Erlr?) 


On  voit  egalement  que  Tarc  AB  de  longueur  S  a  augmente  de  longueur 
d*une  quantite  egale  a 

r^         r^       r^  t 

I       ds'  —  d8=    I       l.  ds=^    j       g~~Q*   ^* 
A  A  A 

ce  qui  donne  pour  la  longueur  nouvelle  S'  de  Tarc  deforme 


'^^■^  f    E^-^* 
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g  189.  —  Applioatlons  relatlves  &  divera  oas  oii  les  forces 
ext^rlenres,  y  eompris  les  r^aetions  des  pointsd^appai, 

sont  eonnues. 


Quand  la  piece  courbe  est  fixee  par  rune  de  ses  extremit^s  seulement, 
de  sorte  que  Tautre  se  trouve  libre,  les  calculs  a  effectuer  pour  verifier 
si  le  solide  presente  la  resistance  voulue  n*offrent  pas  de  difficultes. 

Soit  par  exemple  une  potence  encastree  en  A  et 
supportant  en  B  un  poids  P ;  si  Ton  fait  en  un 
point  quelconque  C  une  section  normale  mn^  on 
connalt  toutes  les  forces  exterieures  appliquees 
a  la  partie  GB,  puisqu*il  n*y  a  pas  de  point  d*appui 
situe  a  droite  de  mn.  On  voit  donc  de  suite  qu'on 
aen  C  une  force  de  compression  T  egale  a 
P.  cosa  et  que  la  plus  grande  charge  de  la  sec- 
tion  mn  est  donnee  par  la  formule  ($  184) 


« 


/  // 


Fig.  278 


^        TiM.r      P.  co»a  ,  PXCDX  P 

»  =  Q+-r=~Q— + — I — 


Cest  dans  la  region  qui  travaille  a  la  compression  que  se  produira 
cette  cliarge  maximum.  Dans  la  partie  oii  les  fibres  sont  sollicitees  a  la 
traction,  on  a  evidemment 


T>  T  ,    M.  r 


O 


Enfin  il  pourra  etre  necessaire,  dans  certains  cas,  de  tenir  compte 
de  Teffort  tranchant  P.sina  (§  184);  si,  par  exemple,  la  potence  est  com- 
posee  de  deux  semelles  et  d'une  ame  mince,  cette  demiere  sera  consi- 
deree  comme  resistant  seule  a  Feffort  en  question. 

Lorsqu'aulieu  d'uneforceunique  P,  on  en  a  plusieurs,  le  mode  d*operer 
est  le  meme. 

Le  cas  d*un  croc,  encastre  dans  un  mur  par  exemple,  se  traitera 
d'une  maniere  absolument  semblable;  il  en  sera  encore  de  meme  si  Fon 
a  affaire  a  un  anneau,  circulaire  ou  non,  ouvert  en  Tun  de  ses  points  et 
encastre  ou  suspendu;  chacune  des  deux  parties  situees  a  droite  ou  a 
gauche  du  point  de  fixation  sera  alors  assimilee  au  croc  ou  a  la  potence 
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dont  nous  venons  de  parler.  Dans  ces  divers  problemes  on  aura  seule- 
ment  bien  soin  de  ne  pas  perdre  de  vue  que  les  formules  precedem- 
ment  etablies  supposent  que  la  hauteur  des  pieces  considerees  est 
faible  relativement  a  leur  rayon  de  courbure  (*).  U  doit  en  outre  etre 
bien  entendu  que,  quand  le  bras  de  levier  des  forces  de  flexion  devient 
lui-meme  tres  pelit  comparativement  a  cette  hauteur,  les  phenomenes 
changent  de  nature  et  sont  alors  j)lutdt  du  domaine  du  glissement  que 
de  la  fiexion,  comme  nous  Tavons  explique 
au  paragraphe  50  en  donnant  les  regles 
pratiques  a  suivre. 

Un  autre  cas  remarquable  oii  le  calcul 
des  pieces  courbes  s'effectue  d'une  maniere 
relativement  simple  est  celui  d'un  solide 
courbe  muni  de  trois  articulations,  A,  B,  C 
par  exemple ;  nous  avons  vu  en  effet  (§  457)  ^*8-  *^^ 

que,  dans  ce  cas,  les  efforts  qui  se  produisent  en  A,  B,  C  peuvent,  en 
grandeur  et  en  direction,  se  calculer  par  laStatiqu^  seule;  les  reactions 
des  appuis  sont  donc  entierement  connues  aussi  bien  que  les  autres 


Flg.3S0 


forces  exterieures  appliquees  aux  solides  AB,  BC,  et  les  formules  don- 
nees  precedemment  s'appliquent  sans  difficulte  (*).  La  meme  remarque 
est  evidemment  applicable  aux  dispositifs  de  la  figure  280  qui  jouissent 
de  la  meme  propriete  et  dans  lesquels  il  y  a  encastrement  en  D,  et  arti- 
culation  en  A,  B,  C. 


(1)  Oa  yem  plns  tard  ca  qa'il  conTient  de  faire  (§  190)  quaiid  cette  eooditioa  D'est  pu  rempUe. 

(2)  Les  solides  de  ce  genre  sont,  comaie  on  le  voit,  d'an  calcul  plos  bcile  et  ploa  siHr ;  ils  n'exi- 
gent  aacan  r6glage  et  les  efforts  qai  s^eiercent  aax  articolations  ne  sont  pas  modifite  par  one  Taria- 
tion  de  temp^ture;  en  roTancbe  ils  sont  senslblement  plns  d6formables  qoe  ceox  qoi  ne  sont  pas 
articalte  et  reffet  des  Tibrations  est  plas  k  craindre  poar  eax. 


}.  —  Gas  oix  le  rayon  de  oonrbore  n'est  pas  tr^s  graad 
relativement  &,  la  taauteur  des  seotlons  transversales. 

ipposons  mainteuanl  que  la  hauteur  des  diverses  sections  transver- 
3  du  solide  considere  ne  soit  pas  Ites  faible  relativement  au  rayon 
ourbure  de  la  tibre  moyenne  (') ;  dans  les  formules  du  paragraphe  182, 

le  peut  plu3  alors  negliger  —  devant  Tunile.de  sorte  qu'il  faut  prendre 
32)  ^ 


"■+4-;) 


n  en  deduit  ensuite 
T=:E.  f. 


Q+E,i+o(i,-i)y"7f:, 

M=E(i+o(ji-i)rffi 


/■ 


■  =  r 

'  +  ■; 


Bmarquons  que 

ique    /  e.dai=:o;  on  a  alors 

(1)  T  =  E.  ;.  0  -  ^(1  +  /)  (1-h 

P  P      P/ 

m  M  =  E.r{i  +  i)(4-i) 

BJCD  qoa  -  M  aoit  pliu  ■iois  n^ligeabJe  dergDl  rnniU,  nods  iDppoiDDi  cipaDdtat  ijae  9 
usei  laible  pour  qoe  les  dimeDtioDs  tnnaTerMles  de  ii  pitce  puiaMnt  6tra  coDsid^ries 
M  coniluilu  un»  qa'il  ea  rtsDlte  d^errear  noUbie  \  en  d'iulre«  tertnes  on  ne  tient  pu  complA 
contraeUon  InniTerule  11  (§  t\]. 
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En  eliminant  T,  on  en  deduit  la  relation  tres  simple 
(3)  T==E.  /.  Q  -^ 

Ces  deux  dernieres  equations  permetlent  evidemment  de  determiner 
/  et  p'y  puisque  la  quantite 

dta 


+  f 

peut  se  calculer  (analytiquement  ou  graphiquement)  pour  une  section 
transversale  quelconque  qu*on  connait.  Le  contour  de  la  fibre  moyenne 
deformee  est  donc  susceptible  maintenant  d'etre  trace  par  les  moyens 
que  nous  avons  indiques  precedemment.  Si,  pour  cette  operation,  on  a 
recours  a  la  valeur  de  Tangle  dcp'  (§  187),  on  remarquera  qu'on  a  alors 


a<P  =  — r  =  —} —  as 

9  9 


ce  qui  donne 


d?'=d?+ (^, +g-i~+g-g_.]d. 


et  Tangle  da  dont  tourne  chaque  element  par  rapport  a  sa  position  pri- 
mitive  est 

VETT^E.Q.  p^E.  Q.  pV''* 

ce  qui  donne  pour  la  variation  totale  d'inclinaison  a^  eprOuvee  par  Tun 
des  points  de  la  fibre  moyenne 

Quant  a  ia]  plus  grande  charge  par  millimetre  carre  R,  on  voit  faci- 
lement  qu'elle  est  egale  a 

T  +  M 


Q 


■('+f) 


expression  dont  le  second  membre  ne  renferme  que  des  quantites  connues, 

27 
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On  remarquera  cotnbien,  toules  choses  egales  d'aiUeurs,  R  augmente 
a  mesure  que  le  rayon  de  courbure  p  diminue. 

Relativenient  a  reffort  Iranchaiit,  nous  n'avon3  rien  de  particulier  a 
signaler  et  il  y  aura  iieu  d'en  tenir  compte  dans  les  cas  qui  6nt  ete 
indiques, 

La  determination  de  la  fibre  neutre  ne  presente  pas  de  diMculte;  il 
suffit  en  effet  d'ecrire  qu'on  a 

X  =  o 
c'est-a-dire 

ce  qui  donne 


(^+f) 


K^ 


Les  formules  qui  precedent  sont  applicables  au  croc  d'une  grue,  a  la 
fourche  d'une  bielle,  etc,  pieces  dans  lesquelles  le  rayon  de  courbure 
est  assez  faible;  il  ne  nous  parail  pas  necessaire  d'entrer  dans  desexpli- 
cationsdetailleesacesujet.  Nousferonsremarquerseulementque,Iebras 
de  levier  des  forces  en  jeu  etant  faible,  ii  importe  essentiellement  de 
tenir  compte  de  reffort  tranchant  suivant  les  principes  que  nous  avons 
s  (§  50). 


Deuzieme  Partie.  —  Les  rkctions  des  points  d'appui 

ne  sont  pas  connues. 


§  191.  —  Galcul  des  r6actions  des  points  d'appui. 


Sauf  un  certain  nombre  de  cas  assez  limiles  (§  189),  les  reactions  pro- 
duites  par  les  points  d*appui  dependent  des  deformations  eprouvees  par 
le  solide  et  ne  peuvent  pas  s'obtenir  par  la  Statique  seule.  Voici  com- 
ment  on  peut  alors  proceder  a  leur  determination  qui  est  necessaire 
pour  le  calcul  des  dimensions  de  la  piece. 


»  ^^i.^i/i) 


Fig.  281 

Considerons  d'abord  par  exemple  le  cas  d'une  piece  courbe  fixee  en 
A  et  B  par  deux  articulations ;  la  Statique  permet  de  calculer  les  com- 
posanles  normales  P  et  P'  des  reactions  (en  prenant  les  moments  par 
rapport  a  B  et  A)  ainsi  que  la  difference  Q—Q\  Pour  aller  plus  loin  il 
faut  avoir  recours  aux  relations  (1)  et  (2)  du  paragraphe  188,  qui  don- 
nent  les  variations  Ao;,  et  \y^  du  point  B.  Comme  le  point  A  est  fixe, 
aussi  bien  que  B,  on  a  comme  donnees  du  probleme  ^Xo=o,  Ayo=o. 
de  sorte  que  les  deux  equations  de  condition 

Aa:,  =:  o 


ne  renferment  que  deux  inconnues,  Qou  Q'  etla  variation  d'inclinaison  oo 


nvee  par  la  fibre  moyenne  en  A ;  on  peut  donc  ainsi  obtenip  Q  et  Q' 
i  en  deduit  iminedialemenl,  en  grandeur  eten  direclion,  les  forces 
;hees  R  et  K'. 


au  lieu  d'arliculation3,  on  a  des  encastrements  en  A  et  en  B,  le 
eme  comporlesixinconnuesp,  0,P',Q'  et  les  deux  moments  d'enca- 
lenl  M,  M'.  Pour  calculer  celles-ci,  remarquons  que,  iXo,  4p„  et  *o 

nuls  en  verlu  des  donnees  de  la  question,  on  a  six  equalions  de 
ition  ne  renfermanl  que  les  six  inconnues  ci-dessus;  ce  sont 
<rd  les  trois  equations  ordinaires  d'equilibre,  puis  les  suivantes 


rte  que  le  probleme  peut  etre  considere  cocune  resolu,  thdori- 
lent  du  moins. 

s  cas  differenls  des  precedents  se  traileraient  d'une  maniere 
gue ;  suivant  la  disposilion  de  la  piece  courbe  et  le  nombre  des 
is,  ily  a  seulement  un  nombre  plus  ou  moins  grand  de  forces  ou 
oments  a  determiner.  On  y  arrivera  en  ecrivanl  les  equations  de 
tion  qui  decoulent  des  donnees  m^mes  de  la  question.  D'une  ma- 
generale  on  peut  demontrer  qu'on  a  toujours  autant  de  relations 
riques  que  d'inconnues,  de  sorte  que  le  probleme  n'est  jamais 
srmine  ;  c'est  du  reste  ce  qui  est  evident  o  priori  puisque  Tequi- 
el  la  deformatjon  d'une  piece  parfailement  definie  et  placee  dans 
onditions  donnees  sonl  evidemment  determines. 
i  fois  les  reactions  des  appuis  obtenues,  le  calcul  des  dimensions 
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et  de  la  deformation  d'un  solide  courbe  se  fera  au  moyen  des  procedes 
que  nous  avons  indiques ;  on  se  trouve  seulement  conduita  la  determi- 
nation  d*integrales  parfois  tres  compliquees.  C*est  pour  simplifier  Ten- 
semble  de  ces  recherches  qu'il  a  ete  etabli,  notammenl  par  Bresse,  des 
tableaux  dorinant  les  resultals  numeriques  des  formules  dans  un  nombre 
de  cas  assez  grand  de  pieces  courbes,  de  facon  a  dispenser  de  calculs 
longs  et  fastidieux  et  a  permettre  d'arriver  assez  rapidement  a  une 
solution  pratique. 

Comme  il  importe  essentiellement  de  le  remarquer,  les  methodes  que 
nous  avons  expos6es  supposent  qu'on  se  donne  prealablement  la  forme 
et  les  dimensions  du  solide  courbe ;  elles  permettent  donc  seulement 
de  verifier  que  les  donnees  ainsi  choisies  d*une  facon  plus  ou  moins 
heureuse  ne  conduisent  pas  a  des  charges  ou  a  des  fleches  exagerees, 
et  ce  n'est  par  consequent  que  par  une  serie  plus  ou  moins  longue  de 
tatonnements  qu*on  peut  arriver  a  trouver  la  piece  courbe  qui  satisfait 
d'une  maniere  convenable  aux  condilions  qu'on  s'est  prealablement 
imposees. 


§  192.  —  Importance  et  avantages  des  r^actlons  des  appuls 

dans  les  solldes  courbes. 


c^- 


Comme  on  le  comprend  sans  peine,  les  composanles  Q  et  Q'  dirigees 
suivant  la  droite  qui  joint  les  points  d'appui  ont  pour  effet  de  donner 
lieu  a  des  moments  fiechissants  qui  agissent  dans  un  sens  contraire  a 
celui  des  forces  exterieures  et  qui  diminuent  ainsi  la  faligue  du  solide; 
c'est  la  un  avantage  considerable  que  presentent  les  pieces  courbes  par 
rapport  aux  poutres  droites  et  qui  leur  permet  de  franchir,  sans  sup- 
port  intermediaire,  des  portees  plus  grandes  (*). 


Fig.  m 

Les  reactions  exercees  par  les  points  d*appui  augmentenl  evidem- 
ment,  toutes  choses  egales  d'ailleurs,  en  meme  temps  que  les  defor- 


(1)  On  poumit  &cilement  annaler  rexistenea  des  forces  Q  et  Q'  en  faisant  repoier  I'iine  des 
extr^mit^  de  l'are  sur  un  plateau  muni  de  rouleaux ;  les  r&ctions  des'  appuis  poarraient  alors  se 
calculer  par  la  Statiqae  seule,  mais  la  pitee  ne  serait  plus  en  6Ut  de  supporler  des  cbarges  aossi 
fortes. 


-.1 


193  —  422  — 

mations  auxquelles  ceux-ci  s'opposent;  c'est  la  precisement  ce  qui 
explique  ce  fait  singulier  signale  par  Bresse  a  savoir  que,  en  augmen- 
tant  la  hauteur  de  la  section  transversale  de  certains  arcs  et  par  suite 
le  moment  d*inertie  I  (tout  en  conservant  la  surface  Q  constante),  on 
puisse  cependant  diminuer  leursolidite,  c'est-a-dire  la  charge  maximum 
qu'ils  sont  en  etat  de  porter  dans  de  bonnes  conditions.  On  voit  par  la 
combien  Fetude  des  solides  courbes  est  delicate  et  quelle  importance 
presentent  les  calculs  qui  servent  a  leur  etablissement. 

Dans  le  calcul  des  reactions  des  points  d'appui,  nous  avons  admis 
qu'on  a  rigoureusement  Aa?o=o,  Ay<,=  o,  Ax4=o,  Ay«=o,  c'est-a-dire 
que  les  appuis  en  question  jouissent  d*une  fixite  absolue.  S'ils  venaient 
a  ceder  d'une  maniere  sensible  a  Taction  des  efforts  qui  leur  sont  appli- 
ques,  on  comprend  de  suite  que  les  conditions  de  resislance  de  Varc 
seraient  notablement  modifiees;  c'est  la  un  detail  qui  a  une  importance 
capitale. 

Un  autre  point  a  noter  est  le  suivant :  sous  rinfluence  d'une  variation 
de  temperature,  la  piece-  courbe  change  de  longueur  et  par  suite 
exerce  sur  ses  appuis  des  reactions  susceptibles  de  changer  notable- 
ment  de  valeur.  Une  remarque  du  meme  genre  est  applicable  au  calage 
des  constructions  de  ce  genre ;  suivant  la  faijon  dont  celui-ci  est  exe- 
cute,  on  obtient  des  resultats  tres  dissemblables.  En  raison  de  ces  par- 
ticularites,  de  la  longueur  et  de  la  difficulte  des  calculs  auxquels  on  est 
conduit,  ainsi  que  des  hypotheses  peu  fondees  auxquelles  on  a  parfois 
recours  dans  un  but  de  simplification,  il  n*y  a  pas  lieu  de  s*etonner 
que  dans  certains  ouvrages  «  le  calcul  soit  en  plein  desaccord  avec 
Texperience  (*)  ».  11  ne  faudrait  pas  toutefois  s'exagerer  les  inconve- 
nients  que  presentent  sous  ce  rapport  les  pieces  courbes ;  il  convient 
seulement  de  ne  pas  perdre  de  vue  que,  dans  tous  les  cas  de  ce  genre, 
une  grande  prudence  et  le  sens  pratique  des  choses  sont  necessaires  a 
qui  veut  eviter  tout  mecompte. 


§  193.  -*  Anneau  clroulaire  de  section  constante  sollicit6 

par  deux  forces  diam^tralement  opposdes. 


Soit  EFGH  Tanneau  considere  soumis  a  Taction  des  forces  P ;  nous 
supposons,  comme  toujours  que,  la  limite  d'elasticite  n'etant  atteinte 
en  aucun  point,  les.  deformations   sont  tres  faibles  et  que  les  forces 

(1)  Voir  le  TraitS  dei  Pontt  mSiallique$  par  Jean  R6sal,  tome  1,  page  il5. 
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exterieures  ainsi  que  leurs  bras  de  levier  n'eprouvent,  de  ce  fait,  aucune 
modification  sensible,  ce  qui  est  legitime  dans  le  cas  actuel  ('). 

P 


-A tf:W-C 


Fig   m 

Tout  etant  symelrique  par  rapport  aux  diametres  EG  el  FH,  les  tan- 
gentes  restent  horizontales  en  E  et  G,  et  verticales  en  F  et  H  Coupons 
Tanneau  par  deux  plans  mny  m'n'  equidistants  du  centre  et  isolons   les 


2 

Fig.  285 


P 


quatre  parties  ainsi  obtenues,  comme  Tindique  ia  figure  284 ;  les  forces 
qu'il  faut  ajouter  pour  compenser  l*action  des  portions    enlevees    se 

(1)  S'il  j  avait  un  6tancon  allant  de  C  en  D,  la  d^formation  de  l'annean  donnerait  lieu  k  nne 
r6aetion  de  ce  dernier  produisant  alors  un  effet  tout  &  fait  semblable  i  oelui  de  deux  points  d'ap- 
pui  G  et  D;  rhypoth^  qui  scrt  de  base  k  nos  calculs  ne  serait  plus  alors  admissible  puisque  de 
nouvelles  forces  ext^rieures  prendraient  naissance  par  suite  m^me  du  plus  petii  changement  de 
forme  du  solide.  II  en  serait  eneore  ^?idemment  de  m^me  dans  plus  d'une  autre  circonstance.  On 
traiterait  alors  le  probltaie  en  ^crivant  une  nouvelle  ^quation  de  condition  exprimant  que  la  dis- 
tance  CD  reste  invariable,  mais  cela  conduit  k  de  trte  grandes  complieatioiis. 


^r"-^     '^ 


■^   ^^:    * 


^;^.<-i 


t^"'-^ 


.4.- 


«^. 


^;r. 


Sv- 
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composent  d*abord  de  couples  M,  puis  de  forces  qui  sont  forcement  ver- 
ticales  puisque  sur  les  segments  C  et  D  il  ne  s*exerce  aucune  action 
horizontale   exterieure;   ces  forces,  egales  et  directement  opposees, 

1 

ont  pour  valeur  3  P  comme  on  le  voit  de  suite  en  considerant  les  deux 

autres  segments  A  et  R.  En  particulier,  si  on  opere  une  section  par  le 

i 

plan  CD,on  a,en  Ceten  D,  les  forces  verticales  ^  P  dont  il  vient  d'etre 

question,  plus  des  couples  ayant  une  certaine  valeur  particuliere  M,. 

Ceci  pose,  considerons  le  quart  d'anneau  AD  isole  du  reste  de  la 
piece,  et  supposons-le  encastre  en  A,  ce  qui  est  legitime  puisque  la 
tangente  en  ce  point  reste  horizonlale ;  soit  Mo  le  moment  d'encastre- 
menl.  Pour  determiner  M,  et  M„  nous  allons  avoir  recours  aux  theories 
exposees  precedemment,  en  prenant,  pour  se  rapprocher  davantage  de 
la  realite,  les  formules  relatives  au  cas  oii  la  hauteur  b  du  soUde  n'est 
pas  assez  faible  pour  etre  negligeable  devant  Tunite  ($  190) ;  nous  con- 
tinuons  toutefois  a  admettre  que  la  quantite  b  n'atteint  pas  une  valeur 
assez  considerable  pour  qu'il  y  ait  lieu  de  tenir  compte  de  la  contrac- 
tion  qui  se  produit  dans  les  diverses  sections  transversales  (*). 

Si  Ton  considere  a  cet  effet  une  section  normale  quelconque  a?  faite 
dans  le  solide  considere  AD,  on  a,  en  appelant  comme  d'habitude  M  le 
moment  flechissant  dans  cette  section  et  T  Teffort  tangentiel, 


ts» 


T  =  ip.cos9 
M=:M,  — ipx  DK=M,  -|P.  P  (l-coa^) 


Or  nous  avons  trouve  {$  190)  qu*on  a 


^   -/  M     .       T        ,       M      \  , 

**"  -  (.ett + 1:07 + eTq:?  j '^' 


formule  qui,  si  l'on  pose  ,,  ,  ^  .  =  a  (*),  devienl 

I  — |— w.o 


=  (M  +  T.  a)  p.  d<f 


«    » 


(1)  Quand  cette  hypotbtee  n^est  pas  admissible,  le  problfeme  devienl  beaucoup  plus  complexe  et 
rentre  alors  dans  celui  des  enveloppes  Spaisses, 

(2)  La  quantit^  a  est,  comme  on  le  Yoit,  du  d6«r^  1 ;  c'est  par  cons^uent  une  longueur. 
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Remplacons  M  et  T  par  leurs  valeurs  et  integrons,  en  remarquant  que 
r  et  Q  sont  constants  par  hypothese ;  nous  avons  ainsi 

^{^^^q;^J  a=  C+  (m.-5  P.  p)  P.  9+It.p  (p+  a)  sin  ? 

La  direction  de  la  tangente  ne  changeant  ni  en  D  ni  en  A,  la  variation 
totale  d*inclinaison  a  est  nulle  pour  <p  =  o  et  pour  <p=  5  »  ^^  ^  ^^^^ 
d'abord  C  =  o,  puis 

La  valeur  du  moment  flechissant  M,  qui  sollicite  la  section  AA*  de  Tan- 
neau  s'en  deduit  immediatement ;  on  a  en  effet 

M,=M<  —  2^*  P 

M,  est  donc  negatif ;  d'autre  part  il  est  facile  de  voir  queM,  est  loujours 
positif ;  il  en  resulte  que  le  moment  flechissant  M  s'annule  entre  A  etD 
pour  un  certain  point  K  qui  est  donne  par  la  relation 

0  =  M,  —  I P.  p  (1  —  oosfj 

C08?.=?(l    +    ^) 

soit  environ  f,=60"  quand  2  est  faible  en  comparaison  de  Funite.  II 

0 


i 


\ 


D 


KTi 


1 

t 


Fig.286 

resulte  de  la  qu*en  K,  K,,  K,,  K,  le  moment  flechissant  est  nul  et  par 
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consequent  qu'on  pourrait  mettre  des  articulations  en  ces  quatre  points 
sans  troubler  en  aucune  facon  requilibre  de  Tanneau. 

Dans  une  section  transversale  quelconque  correspondant  a  Tangle  <p, 
la  charge  maximum  R  est  (§  190) 


R  = 


Q 


+ 


M.  V 


•  (•  *  f ) 


et,  pour  connaitre  quelles  sont  dans  toute  la  piece  les  fibres  qui  fati- 
guent  le  plus,  il  n'y  a  plus  qu'a  voir  pour  quelle  valeurde^Texpression 
R  acquiert  la  plus  grande  valeur.  On  reconnait  facilement  que  cette 

particularile  se  presente  soit  en  A,  soit  en  D  (*)  de 
sorte  qu'en  definitive  il  suffira  de  calculer  R  pour  les 
deux  points  en  question.  On  aura  soin  d*ailleurs, 
Pi  bien  entendu,  de  tenir  compte  en  outre  de  Teffort 
de  cisaillement  comme  cela  a  ete  indique  au  para- 
graphe  50  et  comme  nous  avons  eu  Toccasion  de  le 
rappeler  a  diverses  reprises. 

Si  au  lieu  de  deux  forces  seulement,  on  en  a  un 
nombre  quelconque,  respectivement  egales  et  dia- 
p  metralement  opposees,  on  considerera  Tanneau 
comme  etant  successivement  soumis  a  part  a  Tac- 
tion  des  forces  P,  puis  P,  et  ensuite  P, ,  etc,  apres 
([uqi  il  ne  restera  plus  qu'a  superposer  tous  les  eflfets  separement  pro- 
duits. 


Fig.  287 


§  194.  —  Anneau  16g6rement  elUptlque  d'6palsseur  falble 
et  eonstante^  soumls  &  une  presslon  eztdrieure 

unlform^ment  r^partle. 


Soit  ABCD  Tanneau  en  question  dont  la  fibre  moyenne  est  une 
ellipse  ayant  pour  demi-axes  a  eib  (a  etant  peu  different  deb){*)  et  que 


(1)  La  yaleur  absolue  de  M  est  en  eifet  maximum  en  A  et  en  D  parce  qu^,  en  ces  pointa,  Teffort 

dVL 
trancbant  Q,  e*est-ii-dire  -^  9   est  nul. 

(2)  M.  R^sal  (Comptes  Rendus  de  VAcaddmie  des  sciences,  1<^  semestre  1879  p.  997)  a  trait6 
le  cas  ot  rezcentricit^  n'est  pas  tr^  faible. 
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nous  supposons  soumis  a  des  forces  normales  uniformement  reparties, 

dirigees  vers  rinterieur  et  egales  a  p  par  millimetre  courant  du  contour 

de  Tellipse ;  nous  ne  considerons  d^ailleurs  que  le 

cas  oii  Tepaisseur  de   Tanneau  est  faible  relative- 

ment  a  ses  rayons  de  courbure.  Tout  etant  syme- 

trique  par  rapport  au  diametre  AB,    il  n*y  a  pas 

d'eflfort  tranchant  applique  aux  sections  transver- 

sales  AA',  BB*;  car,  avec  une  force  oblique  telle 

que  F,  il  ne  saurait  y  avoir  symetrie  relativement 

a  AB,  puisque  Taction  de  la  parlie  inferieure  sur  la 

portion  superieure  donne   evidemment   lieu  a   un 

efifort  F,  egal  et  directement  oppose  a  F. 

Ceci  pose,  considerons  a  part  le  quart  d'ellipse  GB 
et  appelons  T^,  Mj  Teffort  tangentiel  et  le  moment 
flechissant  qui   sollicitent  la  section  BB*.    Si  Ton 
designe   par  M   le   moment  flecbissant  auquel  est   soumis  une   sec- 
tion  transversale  quelconque  aP,  on  a,  en  remarquant  que  la  pression 
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par  millimetre  courant  p  qui  s'exerce  le  long  de  Tarc  g  h  peut  etre  rem- 
placee  par  celle  qui  agirait  sur  les  droiles  gl  et  Ih^ 

M  =  i?.i^X  \y  ^P  (a— fl:)x|(a  — a:)— T,  (a  — a:)  +  M, 

Determinons  T,  et  Mj.  Si  Ton  considere  a  cet  eflfet  la  section  faite  par 
AB,  on  a  evidemment 


2  T.  =  p  X  2  a 


et  par  suite 


M  =  ^P  [x*  +  y«  —  a«)  +  M. 


re  part  (5  187) 

E.I.rf.  =  (M+^')i, 

en  presence  de  M,  ce  qui 
Btite  epaisseur  qu'a  ranneau  relativemenl  au  rayon  decourbure, 

E.  I.  da  =  M.  d» 

tangente  nc  changeanl  ni  en  C  ni  en  D,  la  variation  tolale  d'in- 
ina  estnulle  d'un  de  ces  pointa  a  Taulre;  on  adonc,  eninlegranl 
es  limites, 


/M.d.  =  o 
\p.  fW  +  y  -  a>)  d.  +  M,  fds  = 


pemarque  maintenanl  que,  par  hypothese  rexcentricite  etant 
ble,  on  peut,  sans  grande  erreur,  prendre  !c*  +  y'  =  **— g —    il 

\p-  fih'  —  «')  rf»  +  M, .  fda  =  o 

\(b'-a')»  +  M,.,=o 

M.=|P(a'-J') 

nsequent 

M  =Jp(2a:'+2y'  — a'— 6') 

remarquant  que  a',y>  +4".  if  =  a'.b*, 


niie  on  1«  *oil  H  chaagfl  ds   ligne  ponr  :c  =  ^  it  est  mBximnni  en  itleDT  abiDlue  ui 

et  D  pour  losqLel»  l'elTort  tranehint  est  na!  en  TBrtu  de  1«  sYinitrie. 
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Quant  a  l'effort  tangentiel  T  qui  est  applique  au  centre  de  gravite  g 
de  la  section  «p,  sa  valeur  absolue  egale  kp.a  dM  point  h  devient  p.  b 
pour  Tautre  sommet  de  Tellipse  et,  comme  a  diflfere 
peu  de  6,  on   peut  prendre   sans    erreur  notable 

Fig.  290 

Tout  est  donc  connu  pour  une  section  transversale  quelconque  a^etpar 
suite  le  probleme  propose  peut  etre  considere  comme  resolu  (au  moins 
approximativement),  et  la  valeur  de  la  plus  grande  charge  est  donnee, 
comme  toujours,  par  la  relation  (§  184) 

^  — =*=      2Q       "^ 


Comme  il  importe  de  le  remarquer,  la  valeur  de  M  qui  est  constamment 

nulle  pour  a=b  (en  supposant  Tepaisseur  de  la  piece  tres  faible)  aug- 

mente  rapidement  avec  Texcentricite  et  Fon  voit  par  consequentqu'une 

assez  legere  alteration  de  forme  d'un  anneau  circulaire  uniformement 

presse  accroit  notablement  sa  fatigue.  II  est  d'ailleurs  a  peine  besoin 

d'ajouter  que,  suivant  une  remarque  qui  a  ete  faite  bien  des  fois,  les 

valeurs  de  a  et  6  se  rapportent  non  pas  a  Tanneau  primitif,  mais  a  la 

piece  deformee  ayant  pris  sa  position  d'equilibre.  Si  Ton  n*est  pas  cer- 

tain  que  les  deformations  restent  assez  faibles  pour  ne  pas  modifier 

sensiblement  les  resultats  des  calculs,  il  y  a  donc  interet  a  determiner 

ces  demieres  au  moins  d*une  maniere  approximative,  et  voici  comment 

on  peut  y  arriver  dans  le  cas  qui  nous  occupe. 

Gherchons  a  cet  eflfet  les  variations  qu*eprouvent  lesdemi-axes  aeib. 

On  a,  avec  les  notations  du  paragraphe  188  et  en  negligeant  comme 

T    I 
tout  a  rheure  --^  en  presence  de  M, 

a*— a  =  Aa?,  =  Aa?o  — «o(yi— yo)  +J      WQ^^^J       ^'^^^ET  ^ 

c       *        c 

Or,  dans  le  cas  actuel, 

Aa?o=o,      «0=0,      a?o  =  o  ,      fl?i  =a  ,      yo  =  *>      y«  = » 


m 

- 

430- 

- 

nta 

T  et  M,  leurs  valeurs  son 

1 

\. 

11  = 

T  =  - 

^  les  expressions  ci-dessus  etant  prises  avec  le 

'  I? '  signe  — ,  parceque  les  directions  qui  ont  ete 

^'8  ^'  adoptees  dans  ia  figure  289  pour  les  calculer 

t  en  sens  inverse  Tune  des  x  positifs,  Vautre  de  la  rolation  de  Ox 

sOy  (').  On  a  donc 

f.  d»  =  y.  -^  ,  da;  et,  en  vertu  de  la  faible  excentricite  de  rellipse, 

ormale  y.  -r-  peut  etre  prise  sensiblement  egale  a  —  "y-  .  Par  con- 
lent 

2E.  Q       "^  24  E.  I 

.  p.a.(a  +  i)/a«-y        l\ 


lur  avoir  6'  —  6,  il  suffit  evidemment  de  remplacer  dans  rexpression 
jssus  a  par  b  et  inversemenl,  ce  qui  donne 

*      *-  — 2E — \-WV  ~q] 


p.b(a  +  b)/a'  

2  E         I,   12  I 


ns  le  cas  oii  la  pression  p  s'ezercerait  du  dedans  vers  le  dekors, 
les  resultats  obtenus  precedemment  subsislent  mais  en  cbangeant 
ms.  Unfait  capital  anoler,  c'est  qu'alors  Tanneau,  en  se  deformant, 

vers  une  posilion  d'equilibre  stable  tandis  que  le  contraire  avait 
precedemment ;  une  legere  alleration  de  la  forme  circulaire,  due 
^xemple  a  un  dcfaut  de  fabrication,  est  donc  sans  imporlance  avec 
aneau  peu  epais  presse  par  Tinterieur  tandis  qu'elle  est  eminem- 

dangereuse  dans  Tautre  hypothese. 

'oir  i  ca  »uj«t  fooe  dai  notw  dn  puagnpbe  188. 
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RESISTANCE  des  ENVELOPPES 


§  195.  —  Enveloppe  oylindriqne  de  faible  dpaisseur 

soumise  &  une  pression  int^rienre. 


Nous  allons  etudier  la  resislance  que  presentent  les  enveloppes  a  des 
pressions  s^exer^ant  soit  sur  leur  surface  interieure,  soit  sur  leur  sur- 
face  exterieure ;  ces  pressions  sont  produites  par  des  liquides  ou  des  gaz 
et  sont  par  consequent  normales  en  chaque  point  de  la  paroi ;  nous  sup- 
posons  d'ailleurs  que  leur  valeur  est  constante  sur  toute  i'etendue  de 
la  surface  et  que  le  poids  du  fluide  en  jeu  est  negligeable  ainsi  que 
celui  de  Tenveloppe. 


c 


Considerons  d'abord  une  enveioppe  cylindrique  a  profil  circulaire 
dont  Tepaisseur  constante  s  est  faible  et  dont  la  longueur  est  supposee 
indefinie  de  facon  a  ne  pas  avoir  a  tenir  compte,  au  moins  pour  le  mo- 
ment,  de  raction  exercee  par  les  fonds.  Tout  etant  symetrique  par  rap- 
port  a  chacundes  diametres  tels  que  AB,  U  est  clair  que  leprofil  conserve 

28 


it^\. 


l  < 
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la  fonne  circulaire  apres  deformation  et  qu'une  section  normale  BB* 
reste  plane  apres  ladeformationen  etant  toujours  dirigee  verslecentre. 
Pour  la  meme  raison  et,  comme  nous  Tavons  explique  precedemment 
(§  194,  fig.  288),  il  n'y  a  pas  d'effort  tranchant  (*) ;  c'est  du  reste  ce  qui 
resulte  immediatement  de  ce  fait  qu'une  section  primitivement  plane  et 
normale  reste  plane  et  normale  (§  39). 
Ceci  pose,  remarquons  que,  siTonimagineune  section  operee  suivant 


^t 
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l^ 
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Fig.  293 


un  diametre  quelconque  AB,  Taction  de  la  partie  2  sur  la  partie  1  se 
repartit  d'une  maniere  inegale  le  long  de  la  ligne  de  separation  BB* ;  on 
demontre,  dans  la  theorie  des  enveloppes  epaisses  (§  202),  que  le  maxi- 
mum  d*effet  se  produit  au  point  interieur  B*  pour  aller  en  decroissant 
jusqu'en  B.  II  resulte  de  la  que  la  section  normale  BB*  doit  etre  consi- 
deree  comme  etant  soumise  a  Taction  d'une  force  tangentielle  T  appli- 
quee  a  la  fibre  moyenne  et  d'un  couple  M;  maison  reconnait  facilement 
que,  dans  le  cas  actuel,  Tinfluence  qu'exeroe  ce  demier  sur  la  fatigue 
de  la  piece  est  negligeable.  On  a  en  effet  (%  182) 


M=E.I(l-t.0(i-;) 


T  =  E.  /.  Q 


(1)  La  nulllt^  de  Feffort  tranehant  Q  tout  le  long  de  la  cireonffirenee  ABCD  prouTe  non  paa  qae 

dM 

le  moment  fitehiasant  M  est  nul,  mais  simplement  que  M  est  eonstant,  paisqae  Q= —  -|~  *  Comme 

il  importe  de  le  remarquer,  une  Taleur  de  M  diffftrente  de  zdro  n'est  nullement  ineompatible  aToc 
la  conserTation  de  la  forme  plane  et  normale  des  sections  transTersales  BB'  dans  une  pitee  de 
section  conatante  (§  i9). 


j 
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§  195 


de  plus,  dans  le  probleme  qui  nous  occupe, 

p'  =  P  (1  +  0 

puisque  la  fibre  moyenne  de  rayon  p  se  transforme  en  une  circonference 
de  rayon  p',  /  etant  constant.  On  deduit  de  la 


M  =  — 


T.  I 


et  par  consequentla  charge  de  la  fibre  la  plus  fatiguee  dans  la  sectionBB*, 
qui  est  egale  a  (§  184) 

a  pour  valeur  absolue  en  designant  par  t=iv  Tepaisseurde  Tenveloppe 


R 


=b('  +  S5) 


Le  terme  ^  qui  provient  de  M  etant,   par  hypothese,  negligeable 

devant  Tunite,  on  voit  qu'on  peut,  sans  changer  d*une  mantere  sensible 
les  conditions  de  resistance  de  la  piece,  la  supposer  uniquement  sou- 
mise  a  des  efforts  tangentiels  T  de  traction. 
Pour  terminer  ce  qui  conceme  cette  etude,  il  ne  nous  reste  plus  qu'a 


Pig.  294 


calculerleseffortsde  traction  auxquelsrenveloppeest  soumise.  Appelons 
R^  la  charge  a  la  traction  par  millimetre  carre,  qui  se  produit  dans  le 
sens  perpendiculaire  aux  generatrices  du  cylindre ;  si  Ton  coupe  ce  der- 
nier  par  le  plan  diametral  AB  et  si  Ton  en  prend  une  tranche  de  lon- 


m  —m 
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ur  L,  on  a,  en  designanl  par  p  la  pression  eflfective  par  millimptre 
e  exercee  par  le  Suide  sur  la  paroi, 


Lant  le  diametre  du  cyiindre. 
l'on  considere  maintenant  une  seclion  faite  perpendiculairement 
g^neralrices,  la  cliarge  R,  qui  s'exerce  dans  le  sent  deces  derniires 
evidemment  donnee  par  la  relation 

2»t.p.  .xB,  =  K.p*Xi) 

X  p  etant  l'effort  exerce  sur  un  fond  suppose  aasez  eloigne  pour 
9on  existence  n'influe  pas  sup  les  conditions  de  resistance  de  la 
ion  consideree.  On  deduit  de  la 


omme  on  le  voit  et  comme  ceia  est  d'ailleurs  evident  a  priori,  la 
pge  R  varie,  autour  d'un  meme  point,  suivanl  la  direction  qu'on  se 
ine.  Comme  on  le  demontre  dans  la  theorie  mathematique  de  Tela- 
it6,  c'e8t  perpendiculairement  aux  g^neratrices  du  cylindre  que  la 

gue  est  la  plus  forte,  et  c'est  d'appes  la  relation  K  =^— qu'il  faut 
consequent  calculer  Tepaisseup «. 

,a  charge  par  millimelre  carre  R,  dans  le  sens  de  la  circonference 
nt  connue,  on  en  deduit  immediatement  quelleest  la  nouvelle  valeur 
lu  rayon  p;  on  a  en  effel 


temarquona  en  lepminanl  que,  si  Ton  considepn  un  capre  de  1  milli- 
tre  de  c6te  formant  comme  une  sorte  de  ianiepft  mm^nn',  decoupee 
18  renveloppe,  on  voil  que  celle-ci  est  soumise,  dans  deux  sens  rec- 
igulaipes,  a  des  effopts  de  traclion  respeclivement  egaux  a  R.t  et 
i;  en  outpe  elle  est  comprimee  dans  le  sens  de  son  epaisseur  par  la 
ce  normale  p;  elle  ne  se  tpouve  donc  pas  dans  les  memes  conditions 
B  si  elle  etait  simplement  sollicitee,  comme  dans  une  eppeuve  opdi- 
ire  de  traction,  par  le  plus  grand  des  deux  efforts  ci-deesus,  R,.f, 
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pendant  que  sesfaces  laierales  resteraient  libres.  La  pression  normalep, 
qui  lend  a  operer  recrasement,  a  pour  effel  de  determiner  des  dilata- 
tions  lateraies  {%  29)  qui  augnienlent  evidemnient  la  faligue,  mais  la 


m 


1 


n 


]  o^.m  'ies  qtneratMOfs 


Fig.  2S5 


force  de  traction  R,.  t  produit  un  resultat  d'un  ordre  inverse  perpendi- 
culairement  aux  generatrices,  c*est-a-dire  dans  la  direction  R^.  e  oii  la 
fatigue  est  maximum  (§  21).  Dans  la  pratique  on  ne  s'eloignera  pas 
beaucoup  de  la  verite  en  negligeant  rensemble  de  ces  deux  demiers 
effets  et  on  se  bomera  a  regarder  le  metal  de  Tenveloppe  comme  elant 
simplement  soumis  a  un  eflfort  ordinaire  de  traction  R,.»  dirige  perpen- 
diculairement  aux  generatrices  du  cylindre. 


§  196.  —  Enveloppe  cylindrique  de  faible  ^paisseur 

soumise  k  une  pression  ezt^rieure. 


Les  calculsquiprecedent  sont  evidemment  applicabies  a  uneenveloppe 
cylindrique  de  faible  epaisseur  soumise  a  une  pression  ext^rieure  uni- 
forme,  mais  le  sens  des  phenomenes  est  renverse :  la  matiere  travaille 
par  compression  et  le  moment  flechissant  qui  sollicite  chaque  section 
transversale  est  extremement  faible.  Seulement  Tequilibre  qui,  avec  la 
forme  cylindrique,  etait  precedemment  stable  estmaintenantinstable;la 
moindre  deformation  accidentelle,  au  lieu  de  tendre  a  s'effacer,  a  au  con- 
traire  des  chances  de  s'accentuer  de  plus  en  plus.  Or  les  deformations  de  ce 
genre  existentforcement  soit  par  suite  d'un  leger  vice  de  fabrication,  soit 
en  raison  du  fonctionnement  du  systeme ;  une  certaine  raideur  est  donc 
necessaire  et,  comme  celle  que  possede  renveloppe  par  elle-meme  est 
presque  toujours  insufflsante,  il  ya  lieu  d'avoir  recours  a  des  consolida- 
tions  supplementaires.  Celles-ci  peuvent  consister  simplement  dans  la  pre- 
sence  dedeux  fonds  dont  rinfluencene  saurait  guereetre  chiffroo  rigou- 
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reusement  par  la  Iheorie  mais  qui  est  considerable  (*);  dans  le  casd'une 
longueur  un  peu  grande,  des  anneaux  ou  des  cercles  de  renforcement 
sont  souvent  necessaires;  ceux-ci  se  trouvent  alors  dansle  cas  quiaete 
traiteau  paragraphe  194  eton  donnera  a  leur  section  trans versale  immo- 


ment  d'inertie  tel  que,  pour  une  certaine  excentricite  prise  arbitrairement 
et  plus  ou  moins  heureusement  choisie,  ils  puissent  r^sister  sans  danger 
au  moment  flechissant  dont  nous  avons  appris  a  calculer  la  valeur.  Par- 
fois  aussi  la  raideur  du  systeme  est  due  a  la  t61e  elle-meme  de  renve- 
loppe,  qui  est  ondulee;  le  moment  d'inertie  de  Tune  des  ondulationspar 
rapport  a  une  droite  menee  par  son  centre  de  gravite  parallelement  aux 
generatrices  du  cylindre  permet  alors  de  comparer,  pour  une  longueur 
donnee  AC,  le  plus  ou  moins  grand  degre  de  securite  que  presente  le 
dispositif  adopte. 

Parmi  les  nombreuses  formules  empiriques  qui  donnent  la  charge 
d*ecrasement  d*une  enveloppe  cylindrique  en  t61e  non  ondulee  munie 
de  deux  fonds  plats  tres  rigides,  nous  citerons  la  suivante  qui  est  due  a 
Love  et  qui  resume  assez  bien  les  experiences  de  Fairbairn  (*). 


t^    .    .,«.«• 


p  =  8767297^  +  1160  ^  —  98  5 
'^  l,  d  '  d  d 


p  etant  la  pression  effective  en  kilogrammes  par  centimetre  carre,  qui 
produit  Tecrasement, 

e  Tepaisseur  d.e  Tenveloppe  en  centimetres, 

/  la  longueur  du  cylindre*en  centimetres, 

d  le  diametre  interieur  du  cylindre  en  centimetres. 


(1)  L68  formulos  empiriques  dMuites  d^exp^riences  de  nipture  renseigneDt,  dans  une  certaine 
mesure,  sur  raceroissement  de  r^sistance  ainsi  obtenu,  mais  elles  sont  loin  d'6tre  toutes  coneordantes 
entreelles.  Les  ph^nomtoes  qui  pr^Ment  la  rupture  suiYont  d'aiUeurs  des  lois  g6n^ralement  (rte 
diff6rentes  de  celles  qui  sont  relatives  k  la  p^riode  oii  r^lasticitd  n*est  pas  altdrte  (§  183). 

(.)  Pour  le  d^tail  de  ces  exp^riences  on  pourra  consulter  la  Rdsistanee  des  matMaux  de 
Morin,  tome  1,  page  195,  et  le  BttUetin  de  la  SocidtS  d*Eneouragement,  annte  1859,  page  150. 
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§  198 


g  197.  —  Enveloppe  sph^iique  de  faible  dpaisseur. 

Le  cas  des  enveloppes  spheriques  se  iraile  exactement  comme  celui 
des  enveloppes  cylindriques ;  requilibre,  stable  pour  les  pressions  inte- 
rieures,  est  instable  pour  les  autres.  Si  on  coupe  la  sphere  par  un  plan 

diametral  quelconque»  on  a  pour  valeur  de  la  surface  coupee  ic.  D.  s  et 

1 
pour  force  de  traction  a  equilibrer  7  'k.  D*. je^,  D  etant  le  diametre  de  la 

sphere, «  son  epaisseur  et  p  la  pression  effective  par  millimetre  carre 
exercee  par  le  fluide.  Par  consequent 


«.  D.6  X  R=:7«-  D^.p 


R 


4e 


Tel  est  reflfort  de  traction  par  millimetre  carre  auquel  est  soumise  la 
matiere ;  pour  une  meme  valeur  de  D,  il  est  moitie  moindre  que  dans 
le  cas  d'un  cylindre.  II  en  est  de  meme  pour  Taugmentation  D'  —  D  de 
diamotre  due  a  la  deformation ;  on  a  en  eflfet  evidemment  (§  195) 


g  198.  —  Fonds  des  enveloppes  cylindriques 

de  faible  ^paisseur. 

Considerons  une  enveloppe  mince  ayant  la  forme  d*un  cylindre  droit 
a  base  circulaire  et  terminee  par  deux  calottes  hemispheriques ;  •  et «, 


■TT- 
I 
I 

I 

I 

I 

D 


_!.. 


ng.«97 

elant  les  epaisseurs  respectives  du  metal  dans  ces  parties,  les  charges 
par  millimetre  carre  sont  (§  195  et  197) 


«='t? 
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et  les  augmentations  de  diametre  ont  pour  valeur 


4E.  e. 


Si  donc  fj  =  I  la  matiere  travaille  partout  egalement  et  ies  diametres, 

egaux  avant  la  deformation,  conUnuent  d  V^tre  apres^  de  sorte  que  Ten- 
veloppe  et  ses  fonds  s'accompagnent  continuellement  sans  se  gener 
dans  leur  dilatation  (*). 


D 


.■^ 


Fig.  £98 

Dans  le  cas  hypothetique  d'une  enveloppe  et  de  fonds  seraccordant  a 
angle  vif  comme  dans  la  figure298,  il  cesse  d'enetre  ainsi,  memequand 
on  etablit  entre  les  epaisseurs  s  et  t^  la  relation 

e        2  e, 


r::rrrr77777n;777yr77rr-rn777;. 


En  eflfet  Taction  exercee  sur  la  calotte  parle  cylindre  n'est  plus  dirigee 

suivant  la  tangente  T,  comme  dans  le 
cas  d'une  sphere  complete  et  une 
perturbation  semblable  a  Ueu  pour 
Taction  inverse.  Ilestjuste  d*ailleurs 
d'ajouter  que  la  jonction  des  deux 
parties  doit  se  faire  par  une  petite 
surface  de  raccordement,  mais  le  pro- 
bleme  devient  alors  beaucoup  plus 
Fig.  299  tj       complexe  (*). 


(1>  Si  cette  ^alit^  dans  la  dilatation  des  deux  parties  n^existait  pas,  ces  derni^res  i^agiraient 
^▼idemment  Fune  sur  Tautre  en  donnant  lieu  &  des  perturbations  trte  eomplexes. 

(2)  Voir  les  CofmTpiet  Bsnd,u%  de  VAcadSmie  dei  ScienoeSt  deuxi^me  semestre  1874,  page  726 
(Note  de  H.  Rdsal). 


^^ 
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§  199.  —  Enveloppe  mlnoe  ayant  la  forme  d'un 

oylindre  droit  &  base  elliptique. 

Si  ron  considere  un  tron^on  d'une  enveloppe  de  ce  genre  supposee 
indefinie,  on  se  trouve  ramene  au  cas  de  Tanneau  elliptique  qui  a  ete 
traite  au  paragraphe  194;  il  se  produit  dans  la  matiere  des  moments 
de  flexion  qui  ont  une  valeur  notable  des  que  rexcentricite  est  un  peu 
prononcee.  Or  Tenveloppe,  etant  supposee  mince,  ne  presente  pas  la 
rigidite  necessaire  pour  s'opposer  a  ces  derniers  de  sorte  que,  a  moins 
de  consoiidations  speciales,  il  so  proJuira  des  deformations.  tres 
grandes  et  celles-ci  ne  prendront  fin  elles-memes  que  quand  l'enve- 
loppe  sera  parvenue,  si  c*est  possible,  a  un  equilibre  stable  (a  la  forme 
circulaire  par  exemple,  si  on  a  affaire  a  une  pression  interieure  unifor- 
mement  repartie).  Dans  la  pratique,  ces  grandes  deformations  etant 
inadmissibles,  on  se  trouve  conduit  a  munir  les  enveloppes  elliptiques 
d'armatures  et  de  tirants  plus  ou  moins  multiplies  et  le  probleme  a 
resoudre  pour  calculer  la  resistance  de  cet  ensemble  complexe  se  pre- 
sente  alors  sous  une  forme  beaucoup  moins  simple,  inaccessible  en 
realite  le  plus  souvent  a  une  determination  theorique ;  il  nous  parait 
donc  inutile  d'insister  plus  longuement  sur  ce  sujet. 


§  200.  —  Enveloppe  minoe  ayant  la  forme  d'an  solide  de 
r^volution  et  sonmise  &  une  pression  intdrieure  {*). 

Imaginons  une  enveloppe  mince  fermee,  obtenue  par  la  revolution 
d*une  courbe  telle  que  MN  autour  de  Taxe  OX  et  supposons-Ia  soumiso 
interieurement  a  une  pression  de  p  kilogrammes  par  millimetre  carre 
uniformement  repartie.  Nous  considerons  Tenveloppe  avec  la  forme 
d'equilibre  qu'elle  acquiert  aprSs  la  deformation,  et  nous  supposons 
que  son  epaisseur  constante  e  est  assez  faible  pour  que  les  charges 
puissent  etre  regardees  comme  y  etant  uniformement  reparties.  Soit 
W  une  portion  infiniment  petite  de  Tenveloppe  limitee  d'une  part  par 
deux  plans  meridiens  faisant  entre  eux  un  angle  d?,  de  Fautre  par  les 

(1)  Ge  paragraphe  et  lo  suiYant  sont  eitraits  d^une  ing^nieuse  et  saTante  ^tude  de  M«  Alheilig, 
Ing^nieor  des  Conatructions  NaTalea,  qui  est  parrenu  k  ^ucider  un  point  d^ieat  rastd  jnsqu'ici,  k 
notre  eonnaissanee  du  moins,  sans  solntion  satis&isante. 


^ 


te  revolution  ayant  pour  bases  les  paralleles  y,  y-\-dy  et  pour 
Ls  les  points  delh deterni ines  par les  normales  DK,  HK.  Appelons 


Fig.  300 

■ayon  de  courbure  DK  de  la  section  meridienne, 
im-\-dtm  les  tensions  suivant  le  meridien  en  D  el  en  H, 

tension  suivant  le  parallele, 

q-\-dq  les  efforts  trancliants. 

ertu  de  regale  reparlition  que  nous  venons  d'admettre  pour  les 

elastiques  dans  Tepaisseur  t,  les  forces  tm,  tm-\-dtm  et  tp  passent 
ainsi  que  p,  par  le  centre  de  gravito  G  de  relement  considere. 

nant  les  moments  par  rapport  a  G,  on  a  dooc 


dire  que  reflfort  tranchant  peut-etre  considere  comme  nul. 
pose,  projetons  toules  les  forces  en  jeud'abord  sur  la  tangente, 
ir  Taxe  de  revolution ;  on  a  ainsi 

,d^.t—  itm-\-dtm)  X(.'/+rf.'/).rf?.  i  +  (^Xp.d">.iXdT  X  coau>  =  o 


fi.  tp,  C03  lu.  dm 


p  X  p.  dw.  ff.  dp  X  coa  <u  +  U  X  !/.  d^. .  X  sin  >u 

—  (U  +  dt„)  X  (.'/  +  d-l).  df.  t  X  sin  («.  +  (iw)  = 
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ou  bien 

(2)  p.  p.  }j.  co»  w.  d<a  —  s.  d  (//.  tm-  sin  co)  =  0 

En  remplacant  dans  la  relation  (2)  p.cos».dw  par  la  valeur  egale  dy, 
il  vient 

p>  y»  dy  —  6,  d  (fj,  tni'  sin  w)  =  0 

equation  dont  Tintegrale  est 


ou 


/y.  i;,».sinco=^(/y«+C) 


__       p        I      ,  C\ 
2£.  sinw  V^"*'^/ 


^/» 


C  etant  une  constante. 

D'autre  part  en  developpant  d(y.^,rt.sin«)  eten  remplacantd(y.^m)par 
savaleur  tiree  de  (1),  Tequation  (2),  peut  s'ecrire 

p-p.y.coBbi.d^  — e.p.sinw.cosw.fp,^:?»— e.^.  tm.cos^.d(ii=o 
ou 

p  /y       "~  "e 

ce  qui  donne,  en  remplacant  tm  par  la  valeur  obtenue  tout  a  Theure, 


tp 


iin  ti>    \  2  o.  ftin  ti»/ 


c 

/  e/  -+- 

fi.sinw  \"       2  p.  sinw 


Remarquons  enfin  que,  si  la  courbe  meridienne  MN  a  sa  concavite 
constamment  tournee  vers  Taxe  de  revolution,  comme  nous  le  suppo- 
sons,  la  constante  C  est  forcement  nulle  puisque  pour  y=o  la  valeur 
de  tm  doit  etre  finie.  On  a  donc  en  definitive 


(A)  tm  =     ^'  ^ 


2  e.  sincu 


(B)  t,=-^{l-^-^^) 

'^      6.  smci)  \  2p.  smo)  / 
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Les  equations  (A)  el  (B)  pesolvenl  le  probleme  propose,  en  donnant, 

en  un  point  quelconque,  les  valeurs  des  tensions  qui  s'exercent  suivant 

le   m^ridien  et  suivant  le  parallele. 

Coinme  on  le  remarquera,  la  pre- 
miere  d'enlre  ellea  peul  s'obtenir  im- 
mediatement  en  coupant  Tenveloppe 
par  le  c6ne  de  revolution  DVE  et  en 
ecrivant  Tequatiou  de  projection  sur 
le  parallele. 

L'equation  (B)  conduit  a  cette  con- 
sequence  que  si  Ton  a,  en  un  point 
de  la  courbe  meridienne. 


Fig.  SOi 


1-3-.- 


tp  est  negatif,  c^esl-a-dii-e  que,  dana  la  region  en  question,  requilibre 
ne  peut  avoir  lieu  sans  qu'il  se  produise  des  eompreision»,  au  lieu 
de  tensions,  dans  Tenveloppe  eonsideree ;  or  celle-ci  etant,  par  hypo- 
Ihese,  supposee  tres  mince  est  absolument  impropre  a  resister  a  ce 
genre  d'efforts  et,  dans  la  pratique,  elle  sera  inevitablement  exposee  a 
seplisser  ('),  Des  dispositifs  de  cegenre  sont  donc  eminenunent  dange- 
reux  et  U  faut  bien  se  garder  d'en  faire  usage. 

g  204 .  —  Tore  oonstitud  par  une  enTeloppe  mlnoe 
et  soumls  A  oae  presslon  Int^rleure. 

Considiirons  un  tore  engendre  par  la  revolution  de  la  circonference 
ABCD  de  rayon  r  autour  de  Taxe  OX;  nous  le  supposons  constitue  par 


.1)  Ccst  ])ar  cxemple  ee  qui  ■: 
do  n!folu[ian,  il  Uadrt  ii  j  aic 


ivsra  ivae  uu  allipsDldc  suffisammeDt  apluli;  b  il»ai  Is  demi-ai 
'  pliBMment  diuii  le   loiunage   <i«  l'£quateur  quuid   on   aui 
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une  enveloppe  mince  d*epaisseur  e  a  rinterieur  de  laquelle  un  fluide 
exerce  une  pression  de  p  kilogrammes  par  millimetre  carre.  Appelonsr* 
le  rayon  du  cercle  decrit  par  le  centre  K,  et  &>  Tangle  CKM  compte 
de  0"  a  180®  dans  le  sens  de  la  fleche.  Dans  ces  conditions  les  formules 
du  paragraphe  precedent  deviennent,  enremarquantque  y=r'+r.sinw, 


^       t.  sin  w  \  2  p    sin  ct>/ 


Or  en  aucun  point,  et  en  particulier  pour  <i>=o,   la  tension  ip  ne 
peut  6tre  infinie ;  y  etant  egal  a  r'  pour  w=o,  on  a  donc 

C  =—  r'« 
ce  qui  donne,  puisque  p=r, 


'-=f77^+ 7 ^ 


tp  = 


p.  r 

26 


Le  maximum  de  tm  alieu  pour  sina)= — 1,  c'est-a-dire  pour  les  points 
A  et  A'  situes  sur  Tequateur  interieur;  il  est  egal  a 


p,  r 

2e 


C  ^  r^.) 


et  depasse  notablement  la  valeur  qui  correspondrait  a  un  tuyau  recti- 

ligne  [  c'est-a-dire  ^j  des  que  r*  n*est  pas  grand  comparativement  a  r; 

pour  r'=l,5r,  la  fatigue  est  doublee. 

Dans  le  cas  oii  on  a  aflfaire  non  pas  a  un  tore  complet,  mais  a  une 
fraction  de  tore  (c'est-a-dire  a  un  tuyau  coude)  termine  par  deux  fonds, 
il  est  facile  de  voir  que,  a  une  certaine  distance  de  ces  demiers,  les 
tensions  de  la  matiere  sont  les  memes  que  precedemment.  II  en  est 
encore  de  meme  pour  un  tuyau  coude  AB  dont  les  deux  extremites^ 


02 
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losees  ouvertes,  sont  fixeea  sur  deux  cloisons  CD,  EK  qui  pennet- 
seulemenl  aux  effets  de  dilalation  de  la  fibre  moyenne  de  se  pro- 
e  sans  difficulle ;  mais,  dans  le  cas  oii  un  joinl  glissanl  aurait  ele 


lage  a  Tune  des  extremites  H  du  tuyau,  il  n'eD  serait  plus  de  meme 
emment  et,  a  la  fatigue  produile  par  la  pression  inlerieure  p,  il 

Irail  joindre  celle  qui  resullerait  de  la  force  F=  j  ir.  D'.p  precise- 
it  egale  a  la  pression  precedemment  exercee  par  le  fluide  sur  le 
l  actuellement  supprime  au  tuyau.  Cet  effort  F  donne  lieu  a  des 
nomenes  de  flexion  qui,  en  se  superposant  aux  precedents,  aug- 

itenl  la  fatigue  -5^  du  parallele. 


12.  —  Gyllndre  &  parols  dpalsses  soniuls  &  une  presslon 
lntdrieure. 


uand  repaisseur  des  enveloppes  ne  peut  plusetreconsid^reecomme 
faible  relativement  a  leur  diametre,  le  probleme  devient  notable- 
it  plus  complique  parce  que  Tegalite  des  tensions  a  rinterieur  et  a 
Lerieur  ne  saurait  plus  etre  admise  meme  a  titre  approximatif(') 
.95).  Proposons-nous  d'etudier  les  phenomenes  qui  se  produisent 


Si  Mlle  igiliti  de  tansioiu  et  par  guite  d'al]oDgeinant«  tUXi  exaete,  le»  njiia  de»  coucbas 
ieum  lenieDl  ceox  qui  aagiDeDteraient  le  plut  et  fipaisseur  de  reDveloppa  «'Recrollrail  par 
du  hit  da  la  d£rorin>itian ;  or  cela  esl  iDadmlMible  puisque  las  eouchee  tucceMives,  praaaan^ 
net  tnr  let  autraa  tendant  irideDinienl  k  le  TBpprocber  el  b  m  raiserrer  de  plus  od  plui. 
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alors  dans  le  cas  d'un  cylindre  droit  a  base  circulaire,  de  longueur 
indefinie,  en  supposant,  comme  toujours,  que  relasticile  n'est  alteree 
en  aucun  point.  Soient  D  et  D'  les  diametres  interieur  et  exterieur,  P  et 
P*  les  pressions  en  kilogrammes  par  millimetre  carre  qui  s'exercent  en 


t+dt 


'■ d -^ 


-p  +  ap 


■j> 


'M 


Fig.  304 


dedans  et  en  dehors  de  renveloppe,  R  et  R,  les  charges  par  millimetre 
carre  que  supporte  le  metal  aux  points  A  et  B  perpendiculairement  aux 
generatrices  du  cylindre  (*),  Isolons,  par  la  pensee,  un  anneau  CD  G'D' 
dont  les  rayons  aient  pour  valeurs  p  et  p-t-rfp  avant  la  ddformation. 
Quand  cette  demiere  s'est  produite,  p  est  devenu  evidemment 


P(l+X)=p(l  +  1) 


X  d6signant  rallongement  par  millimetre  courant  produit  sur  la  circon- 
ference  CC  par  la  force  tangentielle  t  qui  lui  est  appliquee.  De  meme 
p-+-dp  a  pris  pour  valeur 


(p+rfp)(l  +  L+l<) 


de  sorte  que  Tepaisseur  dp  est  maintenant  egale»  a  un  infiniment  petit 
du  second  ordre  pres,  a 


(p+^^p^ln- ^') -p(i  +  e)= *^+ 


t.  rfp  +  p.  dt 
E 


(1)  Gomme  dins  le  eas  da  paragraphe  195  et  identiqvemeiit  poar  la  mdme  raiaon«  il  B'7  m  pas 
d'effort  tranchant  s'exer^t  sor  ane  section  diamitrale  qaeleonqae  teile  que  AB. 


n 
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et  s'est  par  suite  accnie  algebriquement  de 

t.  dp+  p.  dt 
E 

D'autre  part  un  petit  prisme  ou  un  petit  cyiindre  de  matiere  dirige  sui- 
vant  GH  de  G  en  H  est  comprime  a  ses  extremites  par  des  forces  p  et 
P+^pC)>  d^  sorte  qu'il  eprouve,  sur  sa  longueur  dp,  un  raccourcisse- 
ment  mesure  par  {$  29) 

|xrfp 
c'est-a-dire  un  allongement  algebrique 

- 1-  "^ 

Les  deux  expressions  ci-dessus       ^"^^' —  et  —  §  . rfp  mesurant  la  va- 

leur  d*une  seule  et  mfeme  quantite  (la  variation  de  Tepaisseur  GD = dp) 
sont  forcement  egales  et  nous  ecrirons  en  consequence  qu'on  a 

t,dp  +  p.dt  _      p 
E         *~      E"^  ^ 

ou 

(1)  C+JP)-  dp  +  p.dt  =0 

Exprimons  maintenant  que  les  forces  appliquees  au  demi-anneau  MN 
se  font  equilibre  ;  nous  avons  ainsi,  en  negligeant  les  infiniment  petits 
du  second  ordre, 

2t.dp  +  (p  +  dp).  2  <p  +</p)  —  p,  2  p  =  o 
ou 

(2)  (t+p)dp  +  p.dp  =0 

Nous  avons  ainsi  deux  equations  (1)  et  (2)  pour  calculer  les  deuxincon- 
nues  R  et  R,  du  probleme  de  sorte  que  ce  demier  peut  6tre  considere 
maintenant  comme  resolu. 

(l)  p  et  p  -\-  dp  lepr^seotent  les  Taleors  des  pressions  normales  qu^exeroent  ies  couches  con- 
centriques  de  renyeloppe  les  unes  sur  les  autres. 
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En  retranchant  (2)  de  (1),  on  a  en  effet 

dp  z^dt 

d'ou  en  integrant  de^A  en  B 

(a)  P  —  F=R-.B, 

En  ajoutant  au  contraire  (1)  et  (2),.il  vient 

2  (<  +  j?).  c?p  +  ?•  ^P  +  p'  ^^  =  • 

2  (t  +p).  d(>  +  fr.d(t+p)^o 

d  (t+p)__  _2^ 
t  +P  P 

D*ou,  en  integrant  de  A  en  B, 

logn  ^qTp  =  2  logn  ^^ 
(W  (R, +  F).  D*  =  (R  +  P).  D« 

Des  equations  (a)  et  (p)  on  deduit  facilement 

^_  P  (D«  +  D^i)  -  2  V\  D*« 

D'«  -  D- 

R-R      /p      p,.     2P.D«~F(D«  +  D'.) 

valeur  plus  petite  que  R. 

Pour  completer  la  solution  du  probleme,  on  peut  se  proposer  de  cai- 
culer  les  valeurs  de  <  et  p  pour  une  couche  quelconque  CC  de  l'enve- 
loppe  situee  a  une  distance  p  du  centre.  11  sufSt  a  cet  effet  de  remar- 
quer  qu'en  integrant  de  A  en  G  les  deux  equations  differentieiles  (1)  et 
(2)  on  a  evidemment 

(«')  P-i)«R— i 

(?)  (<+!>).  ^•^(R-f  P).  D» 

ce  qui  donne  apres  reductions 

(P  —  P*).  D>.  D*«      P.  D«  -  F.  D'* 
"      d^  (D'«  —  D«)     ^       D'i  —  D« 


_  (P— F).  DVD"       P.  D»  —  V\  W^ 
^  ""      d^  (D'«  —  D»)  D'a  —  D^ 


29 


f^* 
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,  plus  grand  que  P'  comme  nous  Tavons  suppose,  (  et  p  vont  en 
ml  a  mesure  qu'o'n  s'eiotgne  du  centpe ;  c'est  a  rinterieur  de 
ippe  que  la  fatigue  moleculaire  est  la  plus  forte. 
'olations  trouvees  plus  liaut  on  deduit  facilementla  8uivaDtequ'ii 
irSt  a  connaitre : 


°'-  ■  /      R  +  P 


t  a  la  tension  r  suivant  les  gen^ratrices  du  cylindre  rien  Q'est 
:ile  que  de  Tobtenir  en  supposant  que  les  deux  fonds  sont  silues 
l'autre  a  une  distance  infinimenl  grande  de  la  section  transver- 
'on  considere ;  les  efTorts  de  traction  dans  le  sens  des  aretes  se 
isent  alors  en  efFet  d'une  maniere  uniforme  dans  Tepaisseur,  de 
le 

\  n  (D"  -  D')  X  r  =  \n.  D*.  P  -\  «.  D'».  F 
P.  Di— F.D'> 


iferieure  a  K. 

)rmules  ci-dessus  relatives  auz  enveloppes  epaisses,  ainsi  que 
antes,  ont  ete  donnees  pour  la  premiere  fois  par  Lame  dans  un 
ire  sur  T^quilibre  interieur  des  corps  soUdes  bomogeaes  >  (') ; 
lors  des  demonstrations  plus  simples  mais  moins  satisfaisantes 
proposees  a  diverses  reprises(*). 


-  GyUndre  &  parois  dpalsses  sonmis  &  ime  presslon 
extdrleure. 

ist  la  pression  exterieure  P'  qui  est  la  plus  forte,  !es  formules 
tntes  sont  applicables  ;  seulement  la  traction  se  cbange  partout 
pression,  ce  qui  conduit  a  remplacer  K  par  —  K'  et  on  a  alors 

„,  _  2  P'.  D'»—  P.  (D'  +  D") 


R' 

D»  - 
=  H'  +  P 

-p 

\i' 

kI   *'- 

p 

D 

Vii'  +p 

-2F 

1b  lome  A,  anate  1633,  dM  Hdoioiru  pr^aUa  p<r  diicM  Mitati  t  l'Acu]£mia  des 
«£«465. 
en  ptrticuliar  Iw  AimaUt  IniuitrUlitt,  i"'  Hmeitn  1879,  pegM  340  «t  357. 
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les  fibres  qui  fatiguent  le  plus  etant  toujours  situees  a  la  paroi  inte- 
rieure  et  supportant  une  charge  a  la  compression  de  R'  kilogrammes  par 
millimetre  carre* 


§  204.  —  Sph6re  &  parois  ^paisses  sonmise  &  une  pression 

intdrieore. 

Le  cas  d'une  sphere  a  parois  epaisses  se  traite  exactement  de  la 
meme  facon  que  celui  du  cylindre.  Sans  qu'il  soit  necessaire  d'insister 
sur  ce  sujet,  il  est  facile  de  voir  qu'on  est  conduit  aux  relations 


(1) 

(t+p).d?+p.dt^o 

(2) 

2  U  +  p),  df  +  f .  dp  =  0 

ce  qui  donne 

dpzzidt 

(«) 

P— F=2(K— B.) 

puis 

d(t4.p)_        d? 
t+P                P 

(?) 

(B,  +  P*).  D"  =  (B  +  P).  D' 

et  par  consequent 


^  _  P  (2  D'  4-  D")  -  8  F.  D" 
" 2  (D'»  —  D») 

51= v/- 

D      V^ 


2  (R  +  P) 

2:r  +  3  F  —  P 
Cest  a  la  paroi  interieure  que  la  matiere  fatigue  le  plus. 


S  205.  —  Sphdre  &  parois  dpaisses  soumise  d.  une  pression 

ezt^rieure. 


Comme  dans  le  cas  du  cylindre,  il  suffit,  pour  passer  de  la  pression 
interieure  a  la  pression  exterieure,  de  changer  R  en  —  R'»  ce  qui 


{206 
donne 


_  3  P'.  D"  —  P  (2  D'  +  D-) 
2  (D"  —  D^) 


■D-VrE;^ 


-8  F 
La  faligue  mazimuiu  a  toujours  lieu  a  la  paroi  interieure. 


§  206.  —  Cons^quences  des  formoles  relatlves 
aux  enveloppes  dpalsses. 


II  resulle  des  formules  pr^cedentes  qu'une  enveloppe,  quelquegrande 
que  soit  son  epaisseur,  est  incapable  (sans  que  la  limite  d'eIasticitesoit 
depassee  en  certains  points)  de  resister  a  des  pressions  qui  atteignenl 
une  certaine  valeur.  Prenons  par  exemple  le  cas  d'une  enveloppe  cylin- 
drique  souiuise  a  une  pression  interieure  ;  on  a  alors  (§  20S) 


=  VW+2 


+  P 


de  sople  que,  si  P  devient  egal  a  R  +  2P',  D'  esl  infini;  en  d'autres 
termes  on  ne  peut  atleindre  la  pression  en  question  sans  depasser,  a  la 
paroi  inlerieure,  la  limile  d'elasticite.  En  adoptant  U=6  kilogrammes 
pourle  fer  et  K=3kiIogrammes  pour  la  fonle,  cela  correspond,  en  ne- 
gligeanl  P",  a  envipon  600  et  300  atmosphepes.  On  a  ete  parfois nolable- 
ment  au  dela,  supLout  pour  les  presses  hydrauliques,  mais  il  se  produit 
alors  des  deformations  permanenlcs  et  les  phenomencs  deviennent 
beaucoup  plus  complexes. 

Si  la  pression  la  plus  forle  s'exep?ait  a  rexterieur  (§  i03),  la  limite 
ci-dessus  deviendrait 


R'  +  F 


P'=- 


c'est-a-dire  que,  loutes  clioses  egalesd^ailleurs,  uncylindreepaisresiste 
moins  bien  a  une  pression  s^exercant  au  dehors  qu'au  dedans.  Des 
considerations  analogucs  sont  appiicables  a  la  sphere. 

On  peut,  au  moyen  d'un  artifice  ingenieux,  augmenler  notablementla 
pression  inlerieure  a  laquelle  une  enveloppe  est  susceptible  de  resisler; 
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cette  pression  maximuni  est  en  effet  egale  a  P  =  R  +  2P' ;  si  donc,  par 
un  moyen  quelconque,  on  donne  une  grande  valeur  a  P*,  la  limite  ci- 
dessus  se  trouvera  par  la  meme  notablement  reculee.  On  obtient  ce 
resultat  au  moyen  de  freltes  mises  a  chaud  qui,  en  se  contractant, 
exercent  une  compression  considerable  P'  sur  Tanneau  central ;  ii  faut 
avoir  soin  toutefois  que  cette  valeur  de  P'  ne  fasse  pas,  avant  Tappli- 
cation  de  la  pression  interieure,  travailler  trop  fortement  le  metal  a  la 
compression;  il  est  necessaire  en  outre  que  la  tension  initiale  des 
frettes,  ajoutee  a  celle  que  leur  communiquera  ulterieurement  la  pres- 
sion  interieure  P,  n'atteigne  pas  une  valeur  trop  elevee.  Pour  rendre  les 
choses  plus  claires,  imaginons  que  ABC  soit  la  courbe  des  tensions  par 
millimetre  carre  qui  se  produiraient  dans  Tepaisseur  d*un  cylindre  ho- 


Fig.  305 

mogene  ne  supportant,  par  hypotliese,  aucun  effort  inilial.  Supposons 
maintenant  que  les  couches  exterieuressoientremplaceespardesfrettes 
mises  a  chaud,  de  facon  que  les  compressions  et  les  tensions  initiales 
soient  repr^sentees  par  la  courbe  DEF;  il  est  bien  clair  qu'apres  Tap- 
plication  de  la  pression  P  les  efforts  definitifs  seront  donnes  par  la 
somme  algebrique  des  ordonnees  correspondantes  des  courbes  ABC, 
DEF.  On  diminuera  donc  la  fatigue  des  couches  internes  aux  depens 
des  fibres  exterieures  qui  tout  a  Theure  ne  travaillaient  pas  assez  et 
par  suile  il  sera  possible  de  se  placer  dans  des  conditions  bien  meil- 
leures.  Si  Ton  pouvait  arriver  a  ce  que  la  courbe  resullante  USV  fut 
une  droite  parallele  a  Taxe  des  x,  loutes  les  fibres  eprouveraient  alors 
la  meme  fatigue  et  la  formule  des  enveloppes  minces  serait  encore 
applicable,  ce  qui  permettrait  de  pousser  la  pression  a  telle  valeur 
qu*on  voudrait. 

En  terminant  ce  qui  concerne  ce  sujet,  nous  ferons  remarquer  que, 
dans  le  cas  d'une  enveloppe  constituee  par  diverses  couches  super- 
posees,  il  y  a  evidemment  inleret  a  meltre  a  rinlerieur  le  metalle  plus 
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extensible  (de  la  fonte  par  exemple  ou  de  Tacier  doux) ;  ce  demier, 
etant  en  effet  susceptible  de  s*allonger  beaucoup  sous  un  effort  relati- 
vement  modere,  permet  aux  couches  exterieures  de  travailler  plus 
energiquement  en  augmentant  ainsi  la  resistance  de  tout  Tensemble. 
Une  tension  initiale,  donnee  aux  couches  exterieures,  sera  susceptible 
d'ailleurs  dans  ce  cas,  comme  dans  le  precedent,  de  donner  d'excellents 
resultats. 
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CHAPITRE     XV 


RfiSISTANGE  DES  PLAQUES 
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RESISTANCE    DES    PLAQUES 


§207.  —  Plaques  circulaires. 


Dans  les  etudes  qui  ont  ete  faites  jusqu*ici  au  sujet  de  la  traction  et 
de  la  flexion,  nous  avons  suppose  que  les  dimensions  transversales  des 
pieces  ou  des  poutres  considerees  sont  faibles  comparativement  a  leur 
longueur  (§  18  et  42).  Lorsque  cette  condition  n'est  pas  remplie,  les 
formules  obtenues  precedemment  ne  sont  pas  generalement  applicables  (*) 
et  il  faut  avoir  recours  a  la  TMorie  mathematique  de  Velasticite  pour  se 
rendre  compte  de  ce  qui  se  passe  quand  on  a,  au  contraire,  aflfaire  a  des 
corps  dont  la  longueur  et  la  largeur  sont  grandes  comparativement  a  la 
troisieme  dimension,  c'est-a-dire  a  Tepaisseur.  Malgre  les  savantes 
recherches  qui  ont  ete  faites  a  ce  sujet,  le  probleme  de  la  deformation 
et  de  la  resistance  des  plaques  n*est  pas  encore  resolu  dans  tous  ses 
details  et  iious  nous  bornerons  a  citer  les  r6suUats  qui  ont  ete  obtenus 
par  les  g^ometres  a  la  suite  de  longs  et  laborieux  calculs  (").  Nous  sup- 
posons,  dans  ce  paragraphe,  qu'il  s'agit  de  plaques  circulaires  planes 
dont  Tepaisseur,  sans  etre  extremement  petite,  est  cependant  faible 
relativement  au  diametre  tout  en  pouvant  lui  etre  comparable ;  les  plaques 
en  question  reposent,  comme  nous  le  dirons  tout  a  Theure,  sur  des 
appuis  circulaires  dans  lesquels  elles  peuvent  d'ailleurs  etre  encaslrees; 
mais  (comme  dans  le  cas  des  poutres  droites)  ceux-ci  sont  supposes  ne 


(1)  Eo  particQlier  il  est  absolament  inadmissible  de  calcaler  la  rdsistance  d'un  piston  de  cylindre 
en  assimilant  chacane  de  ses  moitite  h  une  pitee  encastr6e  le  long  d'an  diamMre  et  fl^chie  par  des 
forces  aniform^roent  r^parties  repr6sentaot  la  pression  de  la  tapeur  oa  du  fluide  en  jeu. 

(2)  Les  formules  qnc  nous  donooos  soot  celles  du  trait^  de  Grashof  c  Tkeorie  der  Ela$ticitat 

und  Festigkeit  »   aprte  avoir  eu  soio  toutefois  de  pr^ndre  le  coefficieot  de  cootraction  lat^rale  in 

i  1 

^al  noQ  pas  k  ^  >  mais  k  j  eomme  I'indique  la  thterie  math^matique  de  r^Iasticitd  pour  les 

solides  isotropes  (§21).  Ces  formales  concordeot  bien  du  resfe  arec  celles  de  Hathiea  (ThSorie 
de  VStastieitS  des  eorps  solides)  et  cellcs  de  Clebsch  (ThSorie  de  V^laslicitS  des  eorps  solides, 
traduite  par  de  Saint-Yenant)  saaf,  pour  ces  demi^rcs,  un  terme  compI6mentaire  de  moindre 
importance. 


1 


7  —468  — 

)ir  donner  lieu  qu'a  des  moments  ou  bien  k  des  r^actionanormales 
ilaques,  mais  jamais  a  des  efforta  tangenliels  sollicilant  ces  der- 
s  dans  la  direction  de  leur  plan. 
iis  designerons  par 

jpaisseur  supposee  constante  de  la  plaque,  en  millimetres, 
t  fleche  maximum  qu'elle  prend,  en  millimetres, 
a  pression  normale  uniformement  reparlie  qui  lui  est  appliquee, 
logrammes  par  millimetre  carre, 

la  charge  suivant  le  rayon  a  laquelle  la  matiere  est  soumise  a  une 
nce  X  du  centre, 

la  charge  dans  le  sens  perpendiatlaire  au  rayon  et  datis  le  plan 
plague,  a  la  meme  dislance  x  du  centre. 

i  charges  Ri  el  l\y  sont  celles  qui  sont  dues  aux  moments  flecliis- 
:  pour  les  points  siLues  a  la  surface  de  la  plaque,  c'est-a-dire  la  oii 
,igue  (de  traction  ou  de  compression)  est  maximiun.  Quant  aux 
:3  tranchants,  qui  sont  loin  d'etre  nuls,  nous  nous  abstiendrons 
donner  les  valeurs  parce  qu'on  peul  les  laisser  de  cOte  dans  la 
que. 

Plaque  circulaire  appuy6e  sur  son  pourtour  et  portant  une  charge 
de  p  kilogrammes  par  millimilre  carri. 
On  a  dans  ce  cas 

-^ m     /=l- 

Flg.  306 
mazimum  de  ces  valeurs  a  lieu  pour  x=o0t  est 


ur  une  meme  valeur  de  •,  la  faligue  de  la  plaque  esl  la  mfeme, 
que  soil  r,  quand  la  charge  tolale /f.it.r*  est  constante. 
Ptaque  circulaire  encaslrie  sut  son  pourtour  el  portant  une  charg» 
kitogrammes  par  miliimitre  carri. 

-        45     p.r* 
'  "  «56    E.  B» 


r 


:.=  «.Sr 


Au  centre  la  cliarge  esl  la  mfeme  dans  lous  los  sens  el  a  pour  valeur 


R„  = 


Au  pourtour  Ry  est  nul,  tandis  que 
Rx  est  mazimum  et  a  pour  valeur  absolue 
.  46   p.T* 


R  = 


64 


Fig.307 


3'  Ptague  circulaire  appuySe  siir  son  pourtour  el  chargie  en  son 
eentre  <fun  poids  P. 

Le  poids  P  est  supposd  rdparti  sur 
ime  circonference  d'un  petit  rayon  r,  et 
ron  a 

117      P.  r' 
'64.  :t'  E.  «»  ^J 


/  = 


(logn  - 


t  max 


Rg.308 


Ces  deus  expressions  sortt  maximum  pour  ir=r,  et  c'est  la  seconde 
qui  est  la  plus  grande 


expression  independante  de  r  ou,  du  moins,    etant  seulement  fonc- 

tion  de  — . 
Ta 

Le  coefficient  numerique  K  a  les  valeurs  suivanles: 

ro_  2,      J^        1         1         1         1 

P""""       f  —  10        20        80        40       '50        60 

K=:  M      1.7      1,9      2,0      2.1      2,2 


>•».»'_■*         ■    ■  -  , 

'■?"■'     '         -*■■ 
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Pour  ^0=0  la  faligue  devient  infinie  et  Ton  voit  par  consequent  que, 
dans  ce  cas  corame  dans  les  suivants,ilyauninteret  capital  a  ce  qu'une 
charge  centrale  soit  repartie  sur  un  cercle  ou  sur  une  circonference 
dont  le  rayon  ne  soit  pas  trop  petit.  Comme  nous  le  verrons  tout  a 
riieure  et  corame  cela  est  d'ailleurs  evident,  la  meme  precaution  est 
indispensable  pour  un  support  servant  d'appui  central. 

4°  Plaque  circulaire  encastr^e  sur  son  pourtour  et  chargee  en  son 
centre  cPun  poids  P. 
Avec  les  memes  notations  que  dans  le  cas  prec6dent,  on  a 


/= 


45      P,  r« 
64  k'    E.  6» 


i>  46      P    ,         r 


it  ■  -. 


Le  maximum  de  Rr,qui  estle  plus  grand  des  deux,  alieupour  a:=ro 
et  si  Ton  pose,  comrae  tout  a  Theure, 


■'•'■  V 


on  a 


pour    — 
K' 


10 


p 


20 


30 


40 


50 


J_ 

60 


=    1,0     1,8     1,5     1,6    1,7     1,8 


■f "-  - 


r*  1 


5**  Plaque  circulaire  encastree  sur  son  pourtour^  soutenue  en  son 
centre  et  charg6e  de  p  kilogrammes  par  millimitre  carre. 

La  force  qu'il  faut  appliquer  au  centre 


M 


K-^    pour  empecher  ce  point  de  se  deplacer 


a 


,., ^  o>^ 


Fig.  309 


■  ^v  ■' 


—  P  1=  -  r.  r*.  p 


et  Ton  a 


R^  = 


45      p,  r* 
128  *     6« 


Rv  = 


45 
128 


(lognr 


+ 


8a-« 


-^) 
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Pour  x=zo  les  valeurs  ci-dessus  deviennent  infinies ;  ii  fautdonc  sup- 
poser  que  Tappui  central  est  une  circonference  de  petit  rayon  r^ ,  et,  si 


r 


Ton  suppose  que  le  rapport  —  est  tres  petit,  la  charge  maximum  est 
donnee  par  R^  eta  lieu  pour  x-=:r^\  sa  valeur  est 


« = i*^  K  ^ + '^  -  •) 


r  » 
Comme  il  est  facile   de  s'en  rendre  compte,  si  le  rapport  -^  etait 

suffisamment  grand,  Rj.  pourrait  devenir  sup^rieur  a  R^.. 

6®  Plaque  annulaire  encastree  sur  son  pourioWy  mohile  d  sa  partie 
centrale  sur  une  douille  de  rayon  r^  ei  charg6e  de  p  kilogrammes  par 
millimetre  carre. 


Si  Ton  pose 


r 


1  —  (^logn^  +  ijn' 


^-1 


1  -LLM 


on  a 


Fig.  310 


RjE  — 


J5     p 
128*  "" 


«'=i-'i^['-S-*»-'«^i--S-i)] 


La  charge  R^  est  nulie  pour  x-zir^  et  icizr,  et  il  suffit  de  considerer 
la  valeur  absolue  maximum  de  K*  qui  a  lieu  pour  xz=.r  et  est  egale  a 

^      45   ji,  r*   ,      o   ,       . 


/ 


Si  l'on  veut  savoir  quelles  sont  pour  x-==^r^  et  a?=r  ies  valeurs  de  R 
on  pourra  avoir  recours  au  tableau  suivant : 


n  =    0,1       0,2       0,4 
pour  X  =  To,    R»  =  0,64     0,54      0,82  X 

pour  x  =  r,     Rx  =  0,68      0,68      0,44  X 


p,  r* 
JE),  r* 


•-^..'j^JL-mHil 
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f  a  son  pourtour  intirieur  et  ext^eur  et 
millimitre  carri. 
Si  ron  pose 


'  —  4V.X 


m  pour  «=^0  et  a  alors  pour  valeur 

:-..«. (x-i).] 

)ur  x=  r,  et  x=r  sonl  (failleurs  donnees 

,2       0,3       0,4       0,5 

,49      0,32      0,21      OMX^— 

,25     0,20     0,15     0,11  X  ^— 


^alres  (Formules  de  Grashof). 

des  plaques  rectangulaires  est  ptus  com- 
de  fonne  circulaire  el  il  n'a  pas  encore 
Voici  Les  r^sultats  deduits  des  formules 

astr^e  sur  son  pourtour  et  portant  une 
iiltimilre  carre. 


M  pltquu  r«cttDga[iirei  lei  tonniilas  da  Grwhot  toot 

I  que  hi  prfcMeutM. 
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et  pour  charges,  en  ce  meme  point,  suivant  KX  et  KY 


xvj;=:: 


h^ 


p.  g» 

2  (a*  +  h^)       6« 


•\  I 


a* 


Le  maximum  de  fatigue  a  lieu  au 
point  K  dans  le  sens  du  plus  petit 
c6te,  avec  la  valeur  donnee  ci-dessus 
pour  \\y  ('). 

Dans  le  cas  particulier  ou  a=  b 


1. 


___    p.  g^ 


/= 


64  E.  e> 


R  _  JP-  «• 

2®  Plaque  portant  une  charge  de  p  kilogrammes  par  millimitre  carre 
et  soutenue  en  des  points  disposes  suivant  des  carres  de  c6t6  a. 

En  appelant  f  la  fleche  qui  se  produit  au 
cenlre  de  chaque  carre  et  R  la  charge  en  ce 
point,  c*est-a-dire  la  oii  elle  est  maximum, 
on  a 

15    p,  a* 


/•    = 


512    E.«5» 


p  _  15    p.  a« 


Fig.  313 


§  209.  —  Plaques  reotangulaires  (Formules  de  NaTier). 


Navier  a  traite  le  probleme  des  plaques  rectangulaires  en  supposant  que 
l'epaisseur  de  ces  dernieres  est  extremement  petite;  les  formules  obte- 
nues  par  ce  geometre  se  presentent  sous  la  forme  de  series  tres  con- 
vergentes  dont  on  peut,  dans  la  pratique,  ne  conserver  que  le  premier 
terme,  comme  nous  allons  le  faire  ('). 

(1)  En  faisant  a  infini  dans  les  formttles  ci-deisas,  on  tombe  (comme  cela  doYait  en  effet  aniTer) 
sur  les  formnles  relatires  k  une  poutre  encastrte  k  ses  deux  extr^mitte  et  uniform^ment  ctaargte 
(§80). 

(2)  Voir  le  Rimmi  det  leqons  donn6es  k  l'Ecole  des  Ponts  et  Ghansites,  premltoe  partie, 
deuzi^me  Mition,  page  414.  On  pourra  consulter  aussi  la  ThSorie  de  Vilastieitd  des  corps 
solides  par  Clebscb  et  de  Saint-Venant,  page  740  et  la  Bisislance  des  mat^iaux  par  Flamant, 
page  547. 


-m~ 


jue  rectangulaire  simplement  appuyie  sur  son  pourlour  et  porlant 
charge  de  p  kilogrammes  par  millimitre  carre. 
eche  au  centre  de  la  plaque  el  la  fatigue  maximum  qui  se  produit 
poinl  ont  appoximalivemenl  pour  valeurs,  a  elant  suppose  plus 
que  b, 

r=o,i9  ,-2^  •  -/-. 


1 


'ue  rectangulaire  simplement  appuyie  sur  son  pourtour  et  ckargee 

partie  centrale  d'un  poids  P. 

daiis  ce  cas  pour  valeurs  approximalives  de  /"et  dc  It 


/•=0,46 
R=2, 


a».!^        P 

.     a'.  b        P 

'{<!•  + 6.)»  ■   .• 


me  le  montreiitles  fonnules  de  ce  paragraphe  etdu  precedent,  la 
!  R  d'une  plaque  rectangulaire  est,  pour  une  m^me  valeur  de  la 
lotale  P  o\xp.a.b,  independante  des  dimensions  dela  plaque;  elle 

ilement  foncticn  du  rapporl  rot  de  Pepaisseur  «.  Une  remarque 

ue  a  deja  ele  faile  pour  les  plaques  circulaires. 
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GHAPITRE    XVI 


RESISTANGE  DES  GORPS 
SOUMIS  A  DES  AGTIONS  DYNAMIQUES 


So 


Illl^^ 


RESISTANCE  DES  CORPS 

soumis  k  des  actions  dynamiques 


§  ^IO.  —  Gas  de  la  traction  et  de  la  compression. 

Comme  nous  Tavons  deja  dit  a  plusieurs  reprises,  les  corps  ont  a  resisler 
non  seulement  a  des  efforts  statiques,  mais  encore  a  des  actions  dyna- 
miques  (§  13).  Nous  nous  sommes  longuemenl  6tendu  sur  ce  sujet  a  pro- 
pos  de  la  traction ;  des  considerations  analogues  sont  evidemment  appli- 
cables  a  la  compression,  de  sorte  qu'il  ne  nous  reste  plus  a  parler  que  de 
ce  qui  est  relatif  a  la  flexion  et  a  la  torsion.  Dans  tout  ce  qui  va  suivre, 
nous  supposerons  qu'il  n*ya  pas  dechoc  local  (§  14)  et  que  Tebranlement 
produit  en  un  point  du  corps  se  transmet  assez  vite  dans  toute  sa  masse 
pour  que  les  parties  les  plus  eloignees  y  prennent  part  et  concourent 
efficacement  a  eteindre  la  force  vive  du  corps  choquant  (*).  Nous  admet- 
trons  en  outre  que  la  limite  d'elasticite  n*est  depassee  en  aucun  point, 
comme  cela  a  lieu  pour  les  ressorts,  de  sorte  que  la  meme  quantite  de 
force  vive  puisse  etre  indefiniment  eteinte  un  nombre  quelconque  de  fois 
(|1S);  dans  ces  conditions  les  pelils  effets  restent,  comme  on  le  sait, 
proportionnels  aux  causes  et  le  principe  de  la  superposilion  des  petites 
deformations  {$  7)  fait  voir  que,  dans  la  limite  en  queslion,  les  petits 
deplacements  moleculaires  et  par  consequenl  les  allongements,  les  com- 
pressions,  les  fleches  et  les  angles  de  torsion  sont  proportionnels  aux 
forces  qui  les  produisent. 

Le  cas  de  la  traction  ayant  ete  etudie  en  detail,  nous  nous  bornerons 
a  rappeler  que,  si  Ton  considere  une  tige  de  section  constanle  Q  et  de 
longueur  L  soumise  a  chaque  instant  a  un  effort  de  traction  precisement 
egal  a  celui  qui  est  necessaire  pour  produire  Tallongement  existant  a  ce 


(1)  Comme  on  le  sait,  ce  cas  est  celoi  od  le  corps  choqnant  k  ime  faible  Yitesse  et  une  masse 
eonsid^rable  relatiTement  &  celle  du  corps  choqu^. 


-^'\rz-fri*z 


7 


V  .1   ', 

•  w  ' 

4 


«»•< 


,1 


"J  -  - 


i^ 


1.»     *      «^.. 


rr^^ 


e!^; 


-t.  - 


;'j«i- 


■■-I-- 


-r. 


!  II' 


^*^' 


•*^\:^' 


§211 


—  468  — 


moment,  le  Iravail  moleculaire  lotal  developpe,  et  par  consequent  la 
demi-force  vive  susceptible  d*etre  eteinte,  a  pour  valeur  (§  13  et  28) 


L  X  Q  xf^  R  X 


dl 


ou  bien  encore,  la  limite  d*elasticite  n'etant  pas  depassee, 


LXQX^=VX^:^VX5^' 


R  designant,  dans  ces  dernieres  expressions,  la  charge  maximum  par 
millimetre  carre,  correspondant  a  un  allongement  X  par  millimetre  cou  • 
rant,  a  laquelle  la  tige  est  soumise  pendant  la  traction. 

Pour ,  eteindre  dans  ces  conditions  une  force  vive  aussi  grande  que 
possible,  il  faut  faire  usage  de  corps  qui,  pour  une  m6me  valeur  du 
coefficient  E,  aient  une  limite  d'elasticite  tres  elevee  R;  on  devra  par 
exemple  avoir  recours  a  de  Tacier  trempe.  Cest  la  une  remarque  que 
nous  avons  deja  faite  (§  15)  et  qui  est  applicable  a  ce  qui  va  suivre. 


§  211.  —  Cas  de  la  flezion  (lame  plane  iinique). 


Considerons  une  barre  enoastree  soumise,a  son  extremite  libre,  aune 
force  normale  P  precisement  egale  a  chaque  instant  a  celle  qui  est  neces- 

saire  pour  faire  prendre  a  la  piece  la 
fleche  /"exislant  a  ce  moment;  le  tra- 
vail  produit  par  la  force  variable  P, 
et  par  consequent  la  demi-force  vive 
quipeut  etre  eteinte  par  le  deplace- 
ment  de  Textremite  B,  est  egale  a 


-w^ 


m 


jyxdf 


cette  integrale  etant  prise  depuis  f=  ojusqu'a  la  valeur  de  la  fleche 
maximum  consideree  comme  admissible  (par  exemple  celle  a  partir  de 
laquelle  Telasticite  commence  'h  etre  alteree  au  point  le  plus  fatigue). 
Dans  les  chapitres  qui  precedent,  nous  avons  appris  a  calculer  soit  alge- 
briquement,  soit  graphiquement  (§  58)  les  valeurs  de  /  en  fonction  de  P 

ou  inversement;  Tintegrale  cherchee  /  Vxdf  peut  donc  s'obtenir  sans 
difficulte  pour  une  barre  de  forme  et  de  dimensions  quelconques. 


H. 
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Dans  le  cas  particulier  ou  il  s'agit  d*une  piece  dont  la  section  trans- 
yersale  est  constante  d'un  bout  a  Tautre,  on  a  (§  72) 

P.  L3 


/= 


8E.  I 


d'ou 


/PX.//:./ 


8  E.  I  j,    ,>,      ^ 


'  ^■Ir 


II  ne  reste  plus  qu'a  dpnner  a  f  dans  cette  expression  la  valeur  maxi- 
mum  consideree  comme  admissible;  remarquons  pour  cela  que  la  sec- 
tion  la  plus  fatiguee  est  celle  de  Tencastrement,  de  sorte  que,siRestla 
charge  de  la  fibre  qui  travaille  le  plus,  on  a  {%  44) 


R.  I 


V 


=  P.  L 


d'oii 


P  = 


et 


/= 


R.  I 
&.  L 


R.  L* 

8  £.9 


Donc 


/ 


J^-A»/— 2        L»     *^  v^    ^   6E 


R  etant  la  charge  maximum  consideree  comme  compatible  avec  la  secu- 
rite  de  la  matiere. 

Si  la  section  de  la  piece  (supposee  toujours  constante)  est 
rectangulaire  on  a 


I  =  j^a.6» 


"=2 


de  sorte  que 


/PX^/-^—  a.b.  L.^"  =  V. 


R« 

18  E 


V  etant  le  volume  de  la  barre  (*). 

Si  la  barre  consideree,  au  lieir  d'avoir  une  section  transversale  con- 
stante,  est  constituee  en  solide  d'egale  resistance,  il  est  bien  clair  que, 

(1)  Gomme  on  le  Toit,  cette  expression  ne  ehange  pas  quand  on  met  la  barre  soit  &  plat,  soit 
de  ehamp;  sealement  la  fltehe  correspondant  i  une  force  donn^e,  ou  aa^rement  dit  la  fUxibilili, 
est  trte  diffiSrente  dans  les  deux  cas. 


§211 
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pour  un  meme  effort  P  et  une  meme  fatigue  maximum  R  de  la  matiere, 
la  fleche  f  a  une  valeur  plus  grande  que  precedemment  de  sorte  qu'avec 
un  encombrement  et  un  poids  moindres  on  est  en  mesure  d'absorber 
une  force  vive  plus  considerable ;  c'est  la  un  point  qui  a  ete  deja  men- 
tionne  {%  138).  Dans  chaque  cas  particulier,  la  determination  analytique 

ou  graphique  de  la  fleche  f  permetlra  de  calculer  Tintegrale  j  V  x  df 

qu'il  est  necessaire  de  connaitre  pour  resoudre  le  probleme  qui  nous 

occupe. 
Comme  application  des  considera- 
iJ)  tions  precedentes,  supposons  que  nous 

ayons  affaire  a  une  lame  triangulaire 
d'epaisseur  constanle  b  et  par  conse- 
quent  d'egale  resistance  (§  141, 
fig.  200);  la  fleche  f  produite  par 
une  force  normale  P  a  pour  valeur 
(g  143) 


L  - 


Fig.  316 


et  par  consequent 


6_P_Lf 
^  ^"  E.  a.  b' 


fFXdf= 


E.  g.  b^ 
6L» 


ffXdf:^ 


E   g.d' 
I2L» 


/•- 


Or  on  a  pour  la  section  d'encastremenl 


R.  I 


V 


=  P.  L 


d'ou 


^ 

j  — 


R.  L* 

E.  b 


ce  qui  donne 


f 


PX*=a.J.t..^  =  T.-^ 


V  designant le  vohmie  ^a,Lx  b  de  la  barre  et  R  la  charge  par  miUi- 

melre  carre  a  laquelle  travaille  la  matiere.  S'il  s'agit  d'acier  trempe,  on 
peut  prendre  approximativement  (§  27) 

E=  27000         R  =  110kil. 
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§212 


de  sorte  que,  pour  V  =  1  millimelre  cube,  les  unites  adoptees  etant  le 
kilogramme  et  le  millimetre,  on  a 


fFXdf:izl  X 


110* 
=  0  kff  "^/™07 


7gr  g 

Avec  r^^  d'acier  trempe  on  peut  donc  emmagasiner  par  la  flexion  un 

nombre  de  kilogrqmmes-millimetres  egalaenvironO,07,  soit  9  kilogram- 
metres  par  kilogramme  d'acier  (*).  Tel  est  en  effet  a  peu  pres  le  chifTre 
admis  dans  la  pratique.  Si,  au  lieu  d'une  lame  triangulaire  d'egale  resis- 
tance,  on  faisait  usage  d'une  barre  rectangulaire  d*epaisseur  constante, 
on  ne  pourrait  compter,  comme  nous  venons  de  le  voir  a  rinstanl,  que 

R' 

sur  V.  jg^  ,c'est-a-diresur3kilogrammetres  seulement. 


§  212.*  —  Cas  de  la  flezion  (lames  planes  saperpos6es) . 

Considerons  plusieurs  lames  planes  encastrees  dans  un  meme  support 
et  superposees  comme  Tindique  la  flgure  317,  tout  en  pouvant  glisser 
librement  les  unes  sur  les  autres ;  chacune  d'elles,  a  section  transversale 


4. 
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Fig.  817 

rectangulaire,  a  uno  epaisseur  constante,  mais  sa  largeur  peut  varier 
suivant  une  loi  quelconque  et  leur  ensemble  est  soumis  a  une  force  nor- 
male  P.  Dans  ces  conditions  les  diverses  lames  vont  se  courber  et  nous 

(1)  Avec  ane  barre  soumise  &  la  traction  on  aurait  an   chilfre  sensiblement  plus  ^levd,  Y.  |^ 

R* 
au  lieu  de  V.  ^  (§  210),  et  il  n'y  a  pas  lieu  de  s'en  ^tonner,  car  toutes  les  molteules  travaiUent 

alors  &  la  charge  maximam  admissible  R;  mais  un  dispositif  de  ce  genre  employ^  comme  ressort 
pour  ^teindre  de  la  force  Tive  aurait  le  tr^s  grate  inconT^nient  d'^tre  pen  extensible  (^  moins 
d'aYoir  une  longueur  pratiqaement  inadmissible)  et  il  ne  produirait  son  eflbt  qa'en  exer^nt  des 
efforts  consid^rables  et  dangereux  sur  le  corps  choquant.  La  flexibilit^  est  une  qualit^  essentielle 
d'un  ressort ;  c*est  en  g^n^ral  I'une  des  donn^es  du  probl&me,  donn^e  qu'on  ne  peut  modifler  que 
dans  certaines  limites. 
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admettrons  que  leur  epaisseur  totale  maximum  AB  est  assez  faible  rela- 
livement  aux  rayons  de  courbure  des  fibresmoyennes  pour  que  ceux-ci 
puissent  etre  consideres  comme  etant  tous  sensiblement  egaux  dans 
une  section  transversale  quelconque  uv.  Le  moment  flechissant  total 
P  (L — x)  qui  sollicite  la  section  en  question  se  repartit  d'une  cerlaine  facon 
(inconnue  actuellement)  entre  les  diverses  lameset  Ton  a  pour  ceUes-ci 
les  relations  (§  44) ' 


E^ 

P 

I. 

-m 

E'. 

P 

r 

=:  m' 

P 

r 

—  m 

i> 

"  \i\j . « ■ 

D'ou  en  ajoutant 


E*IE*X.  ,  -r^  ^r  K 

+  + =:m  +  m'+ =ViL  —  or) 


_  E.  I  +  E\r+ 

^  ■"  P  (L  -  x) 

equation  -qui  donne  p  dont  la  valeur  varie  avec  x, 

p  etant  connu,  on  en  deduit  m,  m',  m",....  (c'est-a-dire  la  facon  dont  le 

moment  total  se  repartit  entre  les  diverses  pieces)  ainsi  que  la  valeur 

E.  V 
R=  -^  de  la  fatigue  maximum  qui  se  produit  dans  chacune  d'elles.  On 

peut  egalement  determiner,  pour  chaque  valeur  de  P,  la  fleche /"  relative 
au  point  C  ($  58)  et  calculer  par  consequent  Tintegrale  /  P  x  dfqui  fait 

connaitre  la  demi-force  susceptible  d*etre  absorbee. 

Le  probleme  qui  nous  occupe  elant  ainsi  resolu,  voyons  maintenant 

comment  les  choses  doivent  etre  disposees  pour  qu'on  se  trouve  dans 

les  meilleures  conditions  possibles :  il  y  a  evidemment  interet  a  ce  que 

la  charge  par  millimetre  carre  R  soit  la  meme  pour  toutes  les  lames 

dans  une  meme  section  transversale  uv,  Si  Ton  suppose  E  =  E'  = 

E.  t) 
c'est-a-dire  meme  matiere  partout,  la  relation  R  =  -^  montre  que  v 

doit  etre  le  m§me  pour  les  diverses  barres  superposees,  c'est-a-dire 
qu'elles  doivent  avoir  toute  la  meme  epaisseur  6,  comme  Tindique  la 
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figure  318;  le  moment  flechissant  total  P  (L  —  x)  se  repartit  alors  entre 
elles  proportionnellement  a  leurs  largeurs  et  elles  se  comportent  evidem- 
menl  de  la  meme  facon  que  si,  au  lieu  d'etre  superposees,  elles  etaient 
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Fig.  318 


juxtaposees  les  unes  aux  autres  dansunmeme  plan  horizontalenfaisant 
corps  entre  elles  comme  une  piece  unique. 
En  second  lieu  il  y  a  interet  aussi  a  ce  que,  d'une  extremite  a  Tautre 

de  chaque  lame,  R  soit  constant  pour  chaque  valeur  de  P  et  par  suite  il 

E.  V 

doit  en  etre  dememe  de  ppuisque  R  =  — ^;  en  d*autres  termes  lacour- 

bure  due  a  la  flexion  doit  s'operer  suivant  un  arc  de  cercle.  En  vertu  de 
la  relation 

^E.(I-fr+ )    ^  EX3^g.y(a4-a'+ ) 


P.  (L  —  a;)  "■ 

cette  condition  est  remplie  quand  on  a 


P.  (L  -  a) 


a  -^  a'  -^-  c^'  -^- 


L  —  X 


~  constante 


c*est-a-dire  quand  la  somme  des  largeurs  des  pieces  superposees  est 


Flg.  819 


proportionnelle  a  la  distance  L— x;  AA'C  etant  un  triangle  quelconque 


t-' >• 
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de  hauteur  L,  les  sommes  en  question  seront  donnees  par  les  longueurs 
DD',  D|  D/,....  interceptees  par  des  paralleles  a la  base  AA*  et  on  retombe 
ainsi  sur  la  barre  triangulaire  d'egale  epaisseur  et  d'egale  resistance 
dont  il  a  ete  question  au  paragraphe  pr6cedent  (fig.  316) ;  on  voit  seule- 
ment  que,  pour  diminuer  Tencombrement,  il  y  a  lieu  de  decouper  le 
triangle  AA^den  bandes,  de  meme  largeur  par  exemple,  qu'on  empilera 


P  .■w.-f 
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Fig.  320 

les  unes  au-dessus  des  autres  comme  Tindique  la  figure  820,  les  deux 
demi-bandes  de  meme  numero  faisant  d'aiUeurs  corps  entre  elles  et  se 
terminant  en  triangle.  Les  formules  relatives  a  ce  dispositif  se  deduisent 
immediatement  de  celles  qui  ont  ete  obtenues  precedemment ;  on  a  en 
eflfet  pour  la  fatigue  R  eprouvee  par  la  matiere 


R.I 


==P.  L 


ou  bien  (fig.  319) 


1 


RXgXAA'X&"-P.L 


ce  qui  donne,  en  appelant  a  la  largeur  GH  de  chaque  lame  et  n  leur 

nombre, 

6  P.  L 


R  = 


n.a,  b* 


On  voit  egalement  de  suite  qu'on  a 


RJ/ 

•^"  E.  & 


P  = 


2R 
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formules  qui  donnent  les  divers  renseignements  dont  on  a  besoin  pour 
calculer  un  systeme  de  ce  genre,  et  dans  lesquelles  V  represente,  comme 
tout  a  rheure,  le  volume  total  du  corps. 

Dans  la  pralique  on  n'emploie  pas  generalement  la  solution  des  extre- 
mites  triangulaires  telles  que  JCK  et  chaque  lame  affecte  alors  la  forme 
d*un  rectangle  (fig.  321);  Tensemble  ainsi  constitue  se  comporte  alors 
comme  le  ferait  la  lame  plane  a  adents  AA*MG  et  il  en  resulte  evidem- 
ment  un  surcroit  inutile  et  par  consequent  facheux  de  resistance  prove- 
nant  de  Texistence  des  petits  triangles  supplementaires  h;  aussi,  pour 
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Fig.  321 


compenser  ce  defaut,  prend-on  souvent  la  precaution  d*amincir  Textre- 
mite  de  chacune  des  lames.  Quel  que  soit  le  parti  adopte,  on  comprend 
d'ailleurs  tacilement  que  les  formules  du  cas  precedent  sont  encore 
applicables,  au  moinsa  titre  approche ;  nous  ferons  remarquer  seulement 
que  la  premiere  d'entre  elles 


R  = 


6P,  L 

n.  a.  6* 


se  met  quelquefois  sous  une  forme  un  peu  differente :  en  d^signant  par 


§218 
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/  la  longueur  de  chacun  des  etagements,  qui  doivent  totis  dtre  egaux 
entre  eux,  on  a  en  effet 


et  par  consequent 


n.  l-L 


R  = 


6.P.Z 

a.  &• 


g  213.  —  Gas  dela  flexion  (lames  oourbes  superposdes). 

Au  lieu  de  lames  planes,  considerons  des  feuilles  legerement  courbes 
telles  que  ceUes  de  la  flgure  322  et  sollicitees  par  une  force  sensible- 
ment  normale  P ;  cette  derniere  ne  donne  lieu  a  aucune  composante 
tangentielle  appreciable  de  sorte  que,  comme  cela  resulte  de  la  theorie 
des  solides  courbes  (§  182),  les  considerations  et  les  formules  qui  pre- 

111 

cedent  sont  encore  applicables  a  condition  de  remplacer  -  par » 

p        r      p 

r  et  p  etant  les  rayons  de  courbure  des  lames  avant  et  apres  deforma- 

tion.  U  conviendra  donc,  pour  se  trouver  dans  les  meiUeures  conditions 

possibles,  de  faire  usage  des  dispositifs  qui  derivent  du  type  de  la 

feuiUe  triangulaire  d*egale  epaisseur;  on  remarquera  d'aiUeurs  qu'un 

ressort  plat  de  ce  genre  se  deformant  suivant  un  arc  de  cercle  (§  212), 


le  ressort  prlmitivement  courbe  dont  nous  nous  occupons  maintenant 
devra  etre  faconne  precisement  suivant  un  contour  de  ce  genre,  ce  qui 
simpUfiera  la  fabrication ;  on  pourra,  par  exemple,  faire  usage  de  lames 
de  meme  epaisseur,  toutes  concentriques  et  a  etagements  egaux.  Gene- 
ralement  on  s*impose  la  condition  que  la  fatigue  maximum  R  compa- 
tible  avec  la  securite  de  la  matiere  soit  atteinte  precisement  au  moment 
oii,  sous  rinfluence  de  la  force  correspondante  P,  les  lames  deviennent 
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§  214 


planes,  ce  qui  correspond  a  p  :moo  ;  les  formules  a  employer  sont  alors 
les  suivantes,  r  designant  le  rayon  moyen  de  fabrication 


R  = 


6  P.  L        6  P.  Z 


n.  a.  b* 


a.b' 


E.b 
2K 


f^ 


R.  L' 

E.b 


Jvx  d/^y. 


R^ 
6E 


§  214.  —  Ressorts  de  flexlon  enroul^s. 


Si,  au  lieu  d'avoir  aflfaire  a  une  force  normale  P,  on  a  un  couple  M, 
il  faul,  pour  avoir  un  corps  d*egale  resistance,  adopter  une  section 


/7/ 


J^ 


L. ' 


Fig.323 


transversale  constante  et  la  flexion  a  lieu,  comme  tout  a  Theure,  suivant 
un  arc  de  cercle  (§  43).  La  formule  qui  donne  la  fleche  est  alors  (§  71) 

M.  L* 


/  = 


2£.  I 


On  a  donc 


R  = 


M.r 


R.  L^ 
/  ""  2  E.  r 


P  = 


E.  V 
R 


Quant  au  travail  produit  par  le  deplacement  du  couple  M,  il  est  facile 


§  214  -  478  - 

de  voir  que  sa  valeur  (pour  de  faibles  deformations)  est  sensiblement 
6gale  a  T  2  f-  X  d/',  ce  qui  donne  pour  la  demi-force  vive  susceptible 

d'etre  absorbee 

ToM  ^  ,.     L.  I    R^ 

Ces  formules  donnent  tous  les  renseignements  dont  on  a  besoin.  Dans 
le  cas  particulier  d'une  section  rectangulaire  ayant  pour  cdtes  a  et  6, 
ces  relations  deviennent 


B  = 

ff  M 
'  a.b* 

/  = 

R.L^ 
E.b 

P  = 

E.b 
2R 

/ 


o   M   ^     ,.         T  t.      ^^  V      R' 


Ce  sont  les  raemes  que  pour  la  lame  triangulaire  d*epaisseur  uniforme 
et  il  fallait  d'ailleurs  ^vldemment  s'y  attendre  puisque,  dans  les  deux 
cas,  on  a  affaire  a  des  corps  ayant  des  sections  transversales  de  meme 
forme  (rectanguiaire),  et  constitues  Tun  et  Tautre  en  soUdes  d*egale 
resistance  travaillant  a  la  meme  charge  R  {*). 

Le  cas  theorique  que  nous  venons  d'exa- 

miner  se  rencontre  dans  la  pratique  a  pro- 

pos  des  ressorts  spiraicoc  ou  des  ressorts 

helicoldaiLx  formes  de  lames  a  section  rec- 

tangulaire   ou  circulaire  et  soumis  a  un 

moment  flechissant  M  =  P  x  D  qui  peut 

etre  considere  comme  constant  pour  cha- 

cune  des  sections  transversales  ;  la  solution 

du  probleme  est  donnee  par  les  formules 

^*^'  ^^^  ci-dessus  dans  lesquelles  L  repr^sente  la  lon- 

gueur  du  ressort  developpe^  puisque  les  effets  produits  sur  les  diflferentes 

parties  des  spires  s'ajoutent  evidemment  entre  eux. 


(1)  Pour  iine  section  clrculairo  (et  non  pas  rectangulaire)  on  aurait  V.  ^  au  lieu  de  V.  prs 
pour  valeur  du  trayail  absorb^. 
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§  215.  —  Gas  de  la  torsion  (tige  ciroulaire  droite). 

Considerons  une  barre  circulaire  droite  de  longueur  L  et  de  diametre 
d,  encastree  a  une  extremite  et  soumise  a  un  couple  de  torsion.  En 
supposant  toujours  que  la  limite  d'elasticite  n'est  depassee  en  aucun 
pointy  on  a  la  relation  (§  89) 

.        82    W.  L 

8  etant  Tangle  de  torsion  produit  par  le  moment  M*.  Quant  au  travail 
developpe  par  la  torsion,  c*est-a-dire  a  la  demi-force  vive  susceptible 
d'etre  absorbee  par  la  deformation,  il  est  egal  a 


/;•  «•  X  ■» = nit^  • 


6^  etant  la  valeur  maximum  consider^e  comme  admissible  pour  Tangle 
de  torsion ;  or  on  a  vu  (§  90)  que  cet  angle  6^  a  pour  expression 

.       L.  i'       2  L.  r 

et  par  suite 

M' X  rfe  =  i  ,1.  rf«.  L  X^  =  V  X|^, 

V  designant  le  volume  de  la  tige  cylindrique,  R'"  la  charge  maximum 
par  millimetre  carre  admissible  pour  la  torsion  et  6'  le  coefBcient  d'ela- 
sticite  correspondant ;  leurs  valeurs  numeriques  ont  ete  donnees  au 
paragraphe  99  pour  les  prin(^aux  corps  employes  dans  les  construc- 
tions(^. 

Si  la  tige  etait  creuse,  au  lieu  d'etre  pleine,  on  aurait,  comme  ii  est 
facile  de  le  voir 


fwxd»  ^y.{i  -g)x^" 


4  2 

(1)  Si  roo  prend  R'"  =s  ?  R  et  C  =  g  E  eomme  cela  a  liea  approximatiTement  (§  99),  on  a 

JWxd^=:\x-^  Y  tandis  qne,  pour  la  flexion,  on  arait  senlement  J  ^  x  df=\  x  ^' 

On  peut  done,  par  la  torsion,  emmagasiner  beaucoup  plus  de  kilogrammMres  dans  1  kilogramme 
d*acier  qu'en  ayantrecours  aux  ph^nom^nes  de  flexion. 
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§  216.  —  Ressorts  de  torsion  enroulAs  (&  section  oircalaire). 


Considerons  un  ressort  en  helice,  ou  autrement  dit  a  boudin,  appuye 
sur  un  plan  EF  perpendiculaire  a  sa  base  et  ayant  son  extremite  supe- 
rieure  ramenee  horizontalement  au  centre  pour  y  recevoir  une  charge  P 
dirigee  suivant  Taxe  du  cylindre ;  nous  supposons  d'ailleurs  que  la  por- 
tion  AC  est  assez  rigide  pour  n'etre  que  peu  ou  point  influencee  par  la 

flexion.  II  est  bien  clair  que,  dans 
ces  conditions,  la  partie  superieure 
C,  et  par  consequent  Textremite  A 
de  rhelice,  va  s'abaisser  d*une  cer- 
taine  quantite  h  en  obeissant  a  Tac- 
tion  de  la  force  P,  et  les  choses  se 
passeront  sensiblement  comme  si 
un  bras  de  levier  horizontal  AC, 
tournant  d'un  angle  8,,  imprimant 
au  fil  AKS  une  certaine  torsion ; 
seulement,  le  point  A  descendant 
lui-meme  de  la  quantite  A  =  r.  6,,  le 
levier  AC  reprend  une  position  ho- 
rizontale  A^  C,.  Comme  on  le  voit 
d*ailleurs  facilement,  les  diffe« 
rentes  sections  normales  du  fil 
spiral  SA  sont  toutes  soumises  au 
meme  moment  de  torsion  Pxr,  de 
sorte  qu'on  se  trouve  dans  le  cas 
etudie  au  paragraphe  precedcnt, 
celui  d'un  fil  cylindrique  de  dia- 
metre  d  et  de  longueur  L  (L  etant 
la  longueur  du  developpement  de  Thelice)  et  la  demi-torce  vive  suscep- 
tible  d'etre  eteinte  par  la  deformation  du  systeme  est  egale  a 


wmWA 


27» * 


Fig.  325 


/ 


M'  X  ciO  =  V  X 


4  G' 


V  6tant  le  volume  du  fil,  et  R'"ayant,  ainsi  queG',  la  meme  signification 
que  precedemment  (§  215).  Quant  a  Teffort  maximum  P  auquel  il  faut 
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soumeitre  le  ressort  pour  le  faire  Iravailler  a  la  charge  R"',  11  est  donne 
pai'  les  formules  generales  de  la  torsion  (§  90) 

D'ou 
EDfin  la  fleche  correspondante  h  du  ressort  est  doun^e  par  la  relation 


A=3r.  9i 


et  comme  (§  90) 


6. j- 


•  • 


ainsi  que 


on  en  deduit 


,    _  2L.  r    R"' 


Cette  formule  se  met  souvent  sous  une  autre  forme :  si  Ton  appelle  n 
le  nombre  des  spires,  on  a 

L  =2  K.  r  X  n 
D'ou 

4jc.  n.r»    R'" 


A  = 


d  Q' 


Ces  diverses  relations  donnent  tous  les  renseignements  dont  on  a 
besoin  pour  Tetablissement  d*un  ressort  de  ce  genre ;  il  est  a  peine 
besoin  d'ajouter  qu'elles  s'appliquent  tout  aussi  bien  au  cas  oii  la 
force  P,  au  lieu  d'etre  de  compression  comme  sur  la  figure  325,  agit  au 
contraire  par  traction. 


31 
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§  217.  —  Ressorts  de  torsion   enroulds 

(&  sentlon  non  circulaire). 


Dans  le  paragrapbe  qui  precede,  nous  avons  suppose  que  la  section 
du  ressort  spiral  est  un  cercle;  cette  forme,  qui  est  d^egale  resistance, 
est  en  effet  celle  qui  convient  le  mieux  pour  la  torsion;  mais,  dans  la 
pratique,  on  adopte  assez  souvent  d'autres  types  de  sections,  par 
ezeuple  un  carre.  L'dtude  complete  que  nous  avons  faite  de  la  torsion 
au  chapitre  VI  permet  de  resoudre  sans  difficulte  le  nouveau  probleme 
qui  se  presente  alors;  nous  avons  vu  en  effet  (§  95)  que,  pour  une  tige 
non  circulaire  mais  de  section  constante,  les  formules  qui  donnent  Tune 
Tangle  de  torsion  0,  Fautre  la  fatigue  maximum  R'"  de  la  matiere  sont 


K  et  K'  etant  des  coefficients  numeriques  dont  les  valeurs  sont  connues 
grace  aux  travaux  de  de  Saint-Venant  et  ont  ete  donnees  au  para- 
grapbe  95  pour  un  assez  grandnombre  de  sections. 

Au  moyen  des  deux  formules  ci-dessus,  Tetude  qui  vient  d'etre  faite 
(§  216)  peut  etre  reprise  sans  difficulte  et  on  arrive  ainsi  immediate- 
ment  aux  relations  suivantes  qui  donnent  la  solution  du  probleme  aetuel 
et  dans  lequel  les  differentes  lettres  ont  la  meme  signification  que  tout 
a  Tbeure : 

r 
,  K.-Li.r.J  R 


/ 


M*.  <M  =  7. 


K.  v^»  •  G' 

K".  J     B"" 


2  K.  Q*     G* 


V  ^lant  le  volume  du  ressort,  Q  sa  section  transversale  et  J  le  momeat 
d*inertie  polaire  de  cette  derniere  autour  de  son  centre  de  gravit^. 
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§'218 


g  218.  —  Mouvement  osoiUatoire  d'un  poids  suspendu  & 

reztrdmit6  d'une  tige  dlastique. 
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Soit  AB  une  lige  vertieale  prismatique  de  aeelion  constante,  fixee  a 
son  extremite  superieure  A;  un  poids  P  qu'on  laisse  tomberdu  point  C, 
descend  sans  frottement  le  long  de  la  tige  et  vient  heurter  en  B  un  petit 
plateau  ou  un  ressaut  quelconque  qui  fait  corps  avec  celle-ci  et  sur 
lequel  il  est  suppose  venir  se  fixer  d'une  maniere  invariable  de  facon  a 
ne  pouvoir  s'en  separer.  Quand  le  poids  arrive  en  B  avec  une  vitesse 
>/2^.A,  il  se  produit  un  choc  dans  lequel  interviennent  les  valeurs  rela- 
tives  des  massM  et  la  tige  &'aUo^ge  end^velopn 
pant  un  certain  travail  moleculaire.  Pour  simpli- 
fier  le  probleme,  nous  supposerons  que  la  masse 
de  la  tige  AB  esi  nuile  ou  du 'moins  infinimentp^' 
tite  par  rapport  a  celld  du  corps  choquant  et  nous 
admettrons  en  outre,  comme  toujours,  que  Tela- 
sticiten'est  alteree  en  aucun  ppint.  Dans  ces  con- 
ditions  rebranlement  commimique  a  Textremite 
B  peut  etre  considere  comme  se  transmettant 
instantanement  dans  toute  la  tige  dont  tout 
Tensemble  concourt  ainsi  efGcacement  a  eteindre 
la  force  viveidu.poidssP. 

Tft*a^n8  la  ligne  GKr^d9Blle&  ordtonees  repren 
sentent  les  tensions.  qpi  sont  developpees  dans  la 
barre  AB  par  ses  allongements  pris  comme  ab- 
scisses,  et  soit  AD  la  longueur  qu*aurait  la  tige 
sous  Taction  du  poids  P  agissant  $an&  vitessa; 
on  a  evidemment  P=DD'.  Dans  sa  chute  le  poids 
augmente  de  vitesse  jusqu'en  D  puisque  la  force 
motrice  P  est'  aldrs-  superienre'  a  l^'  resistanee 
presentee  par  la  tige ;  le  mouvement  devient  ensuite  retard^  et  il  y  a 
arret  en  M  par  exemple.  A:  pjartir  de  ce  moment  la  barre  tend  a  re- 
prendre  la  longueur  AD,  de  sorte  qu'elle  remonte  avec  le  poids  P, 
depasse  le  point  D  en  vertu  de  la  vitesse  acquise  et  remonte  jusqu'en 
M'  oii  se  produit  un  second  arr&t  suivi  d^unenouvelle  d^scente  et  ainsi 
de  suite. 

La  loi  de  ces  phenomenes  est  faeile  ki  etudier  :  soit  en  effet  S  un 


M 
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point  quelconque  du  parcours;  la  force  motrice  est  SU  =  P  et  la  force 
retardatrice  SS*=Px  -7-;  Tequation  du  mouvement  est  donc 


f^'= '■-¥=•■(' -7) 


ou,  en  prenant  pour  origine  des  abscisses  le  point  D  au  lieu  de  B, 


Cest  Tequation  du  mouvement  d*un  pendule  ayant  une  longueur  /, 

P  L 

c'est-a-dire  -s^  ,  Q  etant  la  section  de  la  barre.  Le  probleme  propose 

est  donc  resolu. 

dz 
En  integrant  Tequation  prec6dente,  ce  qui  se  fait  en  posant  -^  =c, 

on  obtient 

V  etant  la  vitesse  du  point  B  pour  Tabscisse  z ;  cette  equation  resulte 
d^aiUeurs  imm^diatement  de  Tapplication  du  theoreme  des  forces  vives. 

Pour  determiner  les  points  d'arret  M  etM\  ilsuffit  de  faire  vzzo  dans 
la  relation  ci-dessus,  ce  qui  donne 

DM  =  DM'  =  v^Z(2A4-/) 

L'aUongement  maximum  BM  a  par  consequent  pour  valeur 

BM  =Z  +  \^Z(2A  +  0 

tandis  que  le  raccourcissement  BM'  est  egal  a 

BM'  =  •TW+TT    —  l 
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Comme  on  le  voit,  rallongement  maximum  eprouve   par  la  tige, 

/-f-v^?(2A-hQ,  est  tres  notablement  superieur  a  /;  meme  pour  A=o,  on 
a  BM=2^;  ce  cas  est  celui  ou  le  poids  P  place  sans  vitesse  sur  le  pla- 
teau  B  est  brusquement  abandonne  a  lui-meme.  On  comprend  par  la 
quelle  importance  considerable  ont,  au  point  de  vue  de  la  solidite  d*une 
construction,  les  forces  vives  qu'il  s'agit  d*6teindre. 

Au  lieu  de  supposer  le  poids  P  invariablement  flxe  au  plateau  B  et 
faisant  corps  avec  lui,  on  pourrait  supposer  qu'il  repose  simplement  sur 
celui-ci.  Les  phenomenes  de  la  descente  se  passeraient  alors  de  la 
,  meme  maniere  que  tout  a  Theure,  ainsi  que  ceux  de  la  montee  jusqu'au 
point  B.  A  partir  de  ce  moment  la  tige  AB  (etant  supposee  avoir  une 
masse  nulle,  comme  nous  Tavons  dit)  s*arretera  bnisquement  puisque 
le  poids  ne  peut  plus  exercer  sur  elle  de  compression;  ce  dernier,  etant 

anime  d'une  vitesse  v^^X,  remontera  donc  jusqu'en  G  pour  retomber 
ensuite  et  donner  lieu  indeflniment  a  la  m6me  s6rie  de  pheno- 
menes. 

Des  considerations  et  des  calculs  analogues  sont  applicables  au  cas  d'une 
barre  ou  d*une  tige  qui  est  soumise  a  un  choc  la  faisant  travaiUer  soit 
par  flexion,  soit  par  torsion. 


§  219.  —  Vibrations  des  tiges  ou  des  poutres,  dans  le  cas 
oti  Ton  tient  compte  de  ia  masse  du  corps  olioqud. 


Dans  Tetude  qui  precede,  nous  avons  suppos6  que  le  corps  choquant 
a  une  masse  infiniment  grande  par  rapport  a  celle  de  la  barre  choquee ; 
or  il  s'en  faut  de  beaucoup  que,  dans  la  pratique,  les  choses  se  passent 
decette  facon.  Le  probleme  a  resoudredevientalorsbeaucouppluscom- 
plexe  :  Tebranlement  communique  au  point  touche  ne  se  transmet  plus 
alors  instantanement  dans  toute  la  masse,  en  outre  il  n*est  pas  legitime 
d'admettre  que  les  reactions  elastiques  de  la  barre  sont  les  m6mes  a 
Tetat  de  mouvement  qu'a  Tetat  statique  ;  il  y  aurait  lieu  enfin  de 
tenir  compte  des  vibrations  secondaires  qui  se  superposent  aux  vibra- 
tions  principales  et  doivent  avoir  une  influence  appreciable.  Eu  egard  a 
la   complexite  de  la  question  qui  n'a  pas  encore  reou  d'ailleurs  de 
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solatibn  compleie,  noiis  nous  bamerons  arenvoyer  auxsavanies  recher- 
ches  de  de  Saini-Venani  ei  a  celles  de  M.  Boussinesq ;  on  les  trouvera 
•exQOS^es  dans  la  Theorie  de  Telasiiciie  des  corps  solides  par  Glebseh 
ei.de  Saini-Venani  ainsi  que  dans  le  TraiiS  de  Resisiance  des  Maie- 
riaux  de  M.  Flamani,  page  588  ei  suivanies. 
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